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Dos poblaciones

@ Hasta ahora hemos tratado problemas que involucraban una
sola poblacion.

@ En un contraste de hipdtesis de dos poblaciones, los
parametros de dichas poblaciones serdan comparados, donde
ninguno de éstos se asume que es conocido.

@ Ejemplo: Queremos estudiar la relacién entre el uso de un
medicamento suministrado por via oral, y el nivel de presién
sanguinea.

@ ;Cémo podemos disefiar el estudio?
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Dos poblaciones

@ En general, tendremos dos maneras distintas de proceder:

o Estudio longitudinal o de seguimiento: Elegimos un grupo de
personas con una serie de caracteristicas (por ejemplo, un
rango de edad) que no estén tomando dicho medicamento.

@ A este grupo le medimos la presidn, y a esta medida la
llamamos base.

e A continuacién, suministramos a todo el grupo el
medicamento durante un periodo de tiempo suficientemente
grande (1 afio, por ejemplo).

e Pasado ese lapso de tiempo, se vuelve a medir la presién y se
comparan.
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Dos poblaciones

e Estudio transversal o de muestras independientes:
Volvemos a elegir un grupo de personas con una serie de
caracteristicas (por ejemplo, un rango de edad).

e Separamos el grupo en 2: los que toman el medicamento y los
que no.
e Se toman las medidas y se comparan
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El primer estudio estda hecho en base a unas muestras
pareadas.

Se dice que dos muestras son pareadas cuando cada dato de
la primera muestra se relaciona con un tnico dato de la
segunda muestra.

En el primer ejemplo, estad claro que cada persona de la
muestra es un dato en la primera muestra (la base) y en la
segunda (el seguimiento).

El segundo estudio estd hecho en base a unas muestras
independientes.

En el segundo ejemplo, se estdn comparando dos grupos
totalmente diferentes.




2 poblaciones
ooooe

Introduccidn

Dos poblaciones

@ Dependiendo de la situacidn, puede ser mds conveniente usar

un tipo de estudio u otro.

En nuestro ejemplo, es mas recomendable utilizar el de
muestras pareadas, ya que puede haber muchos otros factores
externos que afecten a la presién sanguinea que pasen
inadvertidos. Sin embargo, con una muestra pareada, esos
factores influiran en menor medida, ya que los sujetos son los
mismos.

Puede ser conveniente también mantener un grupo de control
en un diseno de seguimiento para descartar otras posibles
causas del cambio de presién.

Por ultimo, un estudio de seguimiento en general serd mas
caro a nivel econémico.
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Test t para muestras pareadas

@ Vamos a suponer que hemos tomado muestras pareadas para
nuestra investigaciéon. Denotamos por x;1 a las mediciones
base, y x; > a las mediciones de seguimiento.

SBP level SBP level .
i whils not using OCs (x,) while using OCs (x,) d;
1 115 128 13
2 112 115 3
3 107 106 -1
4 119 128 Q9
5 1156 122 7
6 138 145 7
7 126 132 5]
8 105 109 4
9 104 102 -2
10 115 117 2
=k,
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Test t para muestras pareadas

@ Tenemos que hacer la siguiente suposicion:

o Las variable aleatorias que siguen las mediciones base y las de
seguimiento pueden ser distintas. Sin embargo, las diferencias
d; = xj1 — Xj2 suponemos que siguen una distribucién normal
A ~ N(ud,0q).

@ Entonces, la hipdtesis nula serd suponer que la media entre
ambas medidas es la misma, es decir, g = pu1 — p2 = 0.
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Test t para muestras pareadas
@ Hyp:pug=0vs Hy : ug # 0 con varianza desconocida.

o Calculamos d = 9t®%t-tdn (media muestral de las
diferencias).

@ Y la cuasivarianza de las dif observadas
> df - (X d)?
n—1

@ Con esto, tenemos el estadistico:

2=

_d
 sa/v/n

@ Hemos convertido el problema de dos muestras, en un
contraste para la media de las diferencias (una muestra).

t
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Test t para muestras pareadas

@ Si pedimos que el test tenga un nivel de significacién «,
entonces tendremos:
0 Sit>th 11 0/20t<—t,_11_as2 rechazamos Hp
o Si—th 11 ap <t<t, 11 /2 aceptamos Ho.
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Distribution of tin Equation 8.4 under
Hy =t, _4 distribution
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Test t para muestras pareadas

@ El p-valor se calcula teniendo en cuenta que el contraste es de
doble alternativa:

e Si t <0, entonces:

d
p=2-Plth1<t=——+—
(s <t =070
@ Si t > 0. entonces:
d
p=2-P(th-1 >t=——F)

(sa/v/n
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Test t para muestras pareadas

@ Decidir para el caso del ejemplo con o = 0.05.

SBP level SBP level .
i while not using OCs (x,) while using OCs (1) d;
1 118 128 13
2 112 115 3
3 107 106 -1
4 119 128 9
5 118 122 7
6 138 145 7
7 126 132 6
8 105 109 4
9 104 102 -2
10 115 117 2
o= X, - X,
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Test t para muestras pareadas

d (13+...+2)/10=4.38
s5 = [(13—4.8)°+ ..+ (2 —4.8)?]/9 = 20.84

s¢ = V20.84 =456
t = 4.8/(4.56/1/10) = 3.32
to0975 = 2.262
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Intervalo de confianza para la A

o El intervalo de confianza 1 — « para la diferencia de medias
(11q) de dos muestras pareadas es

|:d_tn 1,1— a/2\/> d+tn 1,1— a/2\/d>:|

@ Calcular el intervalo de confianza del ejemplo anterior.
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Test para dos poblaciones independientes

@ Cuando las dos poblaciones son distintas, cada una de ellas
tendra una distribucién.

@ Tendremos entonces la gente que no toma el medicamento
distribuido como N(y1,0%) y los que lo toman N(pz,03)

@ El contraste serd: Hy : 1 = po vs Hy @ 1 # po.

@ Vamos a asumir (de momento) 02 = 03 = 02
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Test para dos poblaciones independientes

@ Pero nosotros no conocemos ninguno de estos parametros
(p1, p2), solo tenemos 2 muestras.

@ La idea serd rechazar Hj si la diferencia de medias muestrales
X1 — X2 €s muy grande, y no hacerlo si es muy cercano a cero.

@ Sabemos que nuestro estimador para la media de la primera
poblacién (p1) es X1 ~ N(u1,02/n1)y Xo ~ N(u2,02/no).

@ Como son independientes, tenemos entonces que

. 1 1
X1 —Xo~N <M1 — pip, 0% (— + ))
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Test para dos poblaciones independientes

@ Tendremos 2 opciones: Si o es conocido, podemos tipificar
X1 — X5 como una normal estandar, y utilizar un contraste de
los que hemos visto.

@ Si o es desconocido, tendremos que estimarlo.

@ Pero ahora tenemos dos muestras, cada una con su
cuasivarianza muestral s? y s2. Ambas estiman o, por lo que
podriamos coger cualquiera de ellas.

@ Pero para hacerlo mejor, podemos intentar buscar un promedio
de ambas cuasivarianzas a través de la siguiente férmula:

2 (m=DE (1)
N ng—+ny—2
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Test para dos poblaciones independientes

@ Ho:p1 = po vs Hy : p1 # po con significacién «v y la misma
varianza para ambas poblaciones, pero desconocida.

@ Se calcula:

donde

(m — 1)512 + (2 — 1)522
ng+n —2

© Sit>thn-21-a/20t<—thin_21-a/2 rechazamos Ho

© Si —tpim—21-a/2 <t <t n—21-a/2 aceptamos Hp.
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Test para dos poblaciones independientes

@ Ho:p1 = po vs Hy : p1 # po con significacién «v y la misma
varianza para ambas poblaciones, pero desconocida.

@ Se calcula:

donde

(m — 1)512 + (2 — 1)522
ng+n —2

© Sit>thn-21-a/20t<—thin_21-a/2 rechazamos Ho

© Si —tpim—21-a/2 <t <t n—21-a/2 aceptamos Hp.
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Test para la igualdad de dos varianzas en dos poblaciones indep.
@ Hp: 01 =09 vs Hy : 01 # 02 con significacién « y medias

desconocidas y distintas.
@ Se calcula el estadistico:

e Si F > Fnl—l,nz—l,l—a/Z oF < Fnl—l,nz—l,a/Z rechazamos Ho
1,m—1,1—a/2 aCeptamos Hop.

e Si Fnl—l,ng—l,a/Z < F < Fnl_
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Test para la igualdad de dos varianza dos poblaciones indep.

@ F es una funcidn de distribucién conocida como F de
Snedecor (estudiada por Fisher y G. Snedecor).

@ Esta funcidn de distribucién ahora depende de 2 parametros
denominados numerador y denominador de los grados de
libertad (n1 y n2).

Probability density for the F distribution

T T T S S R B
00.1010.30_40,50,00./050.91.011121314151017181920 *
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Test para la igualdad de dos varianzas en dos poblaciones indep.

@ Denotamos por Fp, n, » al p-ésimo percentil como el valor que
hace: P(Fnyn, < Fiymop) =P
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Test para la igualdad de dos varianzas en dos poblaciones indep.

@ Este test de las varianzas debemos hacerlo antes del test de la
media, pues para éste habiamos supuesto que las varianzas
son iguales. El test de la F de Snedecor nos arroja dos
resultados posibles:

e Podemos suponer que las varianzas son iguales, y aplicamos el
test que hemos visto.

e No podemos suponer que las varianzas sean iguales... j Qué
hacemos ahora?
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Test para la igualdad de dos varianzas en dos poblaciones indep.

@ Recordando el caso anterior, tenemeos ahora que nuestro
estimador para la media de la primera poblacién (p1) es
X1 ~ N(u1,0%/n1) y Xo ~ N(u2,03/n3).

@ Siguen siendo independientes, asi que podemos sumar las
variables, y tenemos

. 1 1
X1—X2N/V<A61—u2,0%-+a§->
n n»

@ El test que tenemos para varianzas distintas es:
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Test para la media con varianzas distintas y desconocidas

© Hy:p1—po=0vs Hy:pg — pp #0.
@ Calculamos el estadistico

X1 — X2
52 Sg
Vor T
@ Calculamos los grados de libertad de la t de Student con la
férmula (redondeando al entero mas préximo):

t =

(sf/n1+ s3/m)?

4 = @ImPim D+ (& /m P (m =1)
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Test para la media con varianzas distintas y desconocidas

© Sit>tgy o/ 0t < —tg1_q/ rechazamos Ho
© Si —tg 1 ap St < ty1_q/p aceptamos Hy
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