Analisis de Fourier para sefales y sistemas de

tiempo continuo
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Transformada de Fourier para senales periddicas
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Aplicacion de la Transformada de Laplace a los sistemas LTI
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Sistemas descritos por ecuaciones diferenciales lineales de
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Introduccion al filtrado
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1. Introduccion (l)

o Ejemplo de descomposicion de Fourier:
< Luz blanca que atraviesa un prisma

Rayo de |uz
solar

Violeta
Azul
Verde
Amarillo
Naranja
Rojo




Introduccion (l1)

o ¢ Qué hay detras de una senal? ...
< Diversas componentes de frecuencia y amplitud
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;. Como se realiza este analisis en frecuencia?
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Introduccion (l11)

El analisis de Fourier es una de las herramientas mas utiles
en procesado de sefal.

Se basa en la descomposicion de una sefial en términos de
un conjunto de funciones base (sinusoides de diferente
frecuencia).

Senales continuas (analodgicas):
Periodicas: Series de Fourier (CTFS).
No periddicas:  Transformada de Fourier (CTFT).

Senales discretas (digitales):

Periddicas: Series de Fourier en tiempo discreto (DTFS)
No periddicas: Transformada de Fourier en tiempo discreto
(DTFT)

S =



2. Respuesta de sistemas continuos LTI a senales

exponenciales complejas

La salida de un sistema LTI ante una entrada de tipo
exponencial compleja es otra exponencial compleja

x(t) =e’™

YO =h)*x(t)= | h(2)e™ Vdr =™ [ h(z)e " dr = H(s)

y(t) =" H(jaw,)

Donde
H(jwy) = H(w,) = AUTOVALOR e ¢
e’™ = AUTOFUNCION

s=jay

x(f)=e/*" y(t)=H(jw)-e"

LTI




Respuesta de sistemas LTI a una combinacion lineal

de exponenciales complejas (1)

Supongamos que la entrada es una combinacion lineal de
exponenciales:

x(1) = ZN:ak e/ =
() = (e = x(6) = D a,h(t) +e™

H(jw,) = H(w,) € ¢

a,b, €¢

N N
y) =Y aH(jo,)e'™ =Y b '™
k=1 k=1

La respuesta es otra combinacion lineal de las mismas
exponenciales.

Esto es considerablemente mas sencillo que realizar la convolucion.

Por ello vamos a estudiar qué tipo de senales se pueden representar
mediante combinacion lineal de exponenciales complejas.

S =




Respuesta de sistemas LTI a una combinacion lineal

de exponenciales complejas (Il)

De forma mas grafica, y aplicando la propiedad de linealidad...

a, e +a, e’ +a, e y()
‘Y :
e/ b. e/
T —
¢ h(l)

a
Jont w1t
a2 C ’ b2 e](o2 y(t) R

»
»

a eja%f b eja)3t
e N() =

Hablaremos de frecuencia (f) y pulsacion (w) indistintamente:
w=2rf

S =




Sinusoides complejas y reales

Im(eﬁ”) |
1 e’ +e
cos(x)=
()=

]:tn . .
n X _—Jx

) Re sen (x) = i

j2




3. Desarrollo en serie de Fourier de sefales

periodicas (CTFS)

Una senal x(t) es periddica < IT>0/ x(t)=x(t+T), V t
El periodo fundamental 7, es el minimo 7>0 con el que se
cumple la condicion de periodicidad.

Su inverso es la frecuencia fundamental f,=1/T,
La pulsacion fundamental es w,=2r f,.
La sefial ¢/’ es periodica de periodo fundamental T,

Los armoénicos @ = /¥ con k entero tienen periodo
fundamental T,/|4]|.

Por ello T, es periodo comun a todos los armonicos.
~ kot OIT .
Por lo tanto la senal Z a, e’ es periddica de periodo T

k
Vamos a comprobar que la senal x(t) periddica de periodo
fundamental T, se puede expresar como el siguiente CTFS:

Ecuacion de sintesis, CTFS™'




CTFS. Calculo de los coeficientes

Necesitamos conocer los coeficientes a,.

En la ecuacion de sintesis, multiplicamos ambos lados por e /" e
P
integramos en un periodo y obtenemos:
J-x(t) e_jna)ol‘ dt :J- Z ak ej(k—n)a)ot dt — Z akj-ej(k—n)a)ot dt
Ty T, k=—o0 k=— T,
dt =T, , Sik=n

Como I g/hmmat gy =170 —

7, : cos(k —n)wy,t + jsen(k —n)o,tdt =0, Sl k #n

L0

x)e " gr =" q T,0lk—nl=a,T, =
k n=0

T, k=0

S I WMOEES/]  Ecuacion de analisis, CTFS
1, T,

'S



Condiciones de existencia del CTFS

El calculo de los coeficientes mediante la ecuacion de analisis es
posible siempre que no ocurra alguna de las situaciones siguientes:

Senal no absolutamente integrable sobre un periodo
Senfal con infinitas oscilaciones en un periodo
Senal con infinitas discontinuidades en un periodo




Consideraciones sobre el CTFS

El CTFS es una combinacion lineal de sinusoides complejas
armonicamente relacionadas

En el caso de seriales periddicas reales a veces se usan otras
expresiones para la serie de Fourier. Por gj.:

x(t)=a, + i[ak cos(kaw,t)+ B,sen(kw,t)]
k=1

Para un sistema LTI, la respuesta a una sefal periodica es otra
sefal periodica con los mismos armonicos que la senal de
excitacion, pero cambiando sus amplitudes y fases

) )
(b} ={a,H(ka,))

x(t)

{a,}
B s




CTFS de las funciones seno y coseno

1 o) 1 —Jjwy,
x(t)zcos(a)ot)zze’ 0t+56 g =

ML A L
RS |

| 1 1 —1

x(f)=sen(@t)=—e"¥ —e 7™ =—; a,=—
(t) (@)) 2 2 a4 2 = 2
Ala]

hAAA Lo
VYUY & S




Propiedad

Supongamos que x(f) es real > x(f)=x"(t) Recordar

que esw_k
*
()= a4, ¢ - [z . ej L =Ya e =Y, e
k k k k

Luego, si la senal es real, los coeficientes de la serie de Fourier
verifican:

d, =d_;

Los coeficientes poseen antisimetria conjugada, o lo que es lo
mismo, son hermiticos

S =
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CTFS. Ejempilo (I)

v

x(t>={1 #1< }; W+ T,) = x()
0 T <t|<T,/2

Los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier son:

a, =— | x@)e "™ dt=— | x(t)e " dt=— | e dt =
3| ) i
1 ( ok " 2 ( ekt _ g-skant
ak = - = : —
Iy \ —Jjka, 7 ka1, —2j
T
1 2T
. _1 j 1ar = 20, 0. - sen(ka,T)) N
1y = 1, km

S =


lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight


CTFS. Ejemplo (1)

- Representamos T, a, para ver la CTFS de un tren de pulsos de
distinto periodo:

akTO
4N
1
o
! \
/ \
/ \
T1ITO=1I4 // |
\
_2“)0/ \2(1)0
/ ™
SRS RN Faan
e R O P
/ N/
T,/T,=1/16

Que pasa cuando
To va a infinito?

k'o
T
T
/ \
/ \
/ \
T/T,=1/8 1T
_4CU0 ! \ 46()0
I
“To 1 RN 1Y 1l |
\|1|/ \lJl/ 0 \l |/ \II/I
/ w

Conforme aumenta TO,
aumenta el numero
de componentes

espectrales
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Interpretacion del CTFS (I)

£=100 Hz /\/\/\/
1
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S =

?




Interpretacion del CTFS (l1)

Cualquier funcion periddica puede ser representada por la suma
de senos y cosenos de diferentes amplitudes y frecuencias




CTFS. Fendmeno de Gibbs

- Fendmeno de Gibbs

N=00

N=19 N=101




4. Transformada de Fourier (CTFT) de senales no

periodicas.

Dada una sefal x(t) se define su transformada de Fourier como:

Es una particularizacion de la TL en el eje s=jw
Para que exista, S=jw tiene que estar dentro de la ROC,,

X(w)=TL{x(1)}

s=jw
La CTFT de la sefnal x(f) existira siempre que se cumplan unas
condiciones similares a las de existencia de la CTFS:

x(t) debe ser absolutamente integrable

x(f) debe tener un n° finito de oscilaciones en cualquier intervalo finito
x(t) debe tener un n° finito de discontinuidades en cualquier intervalo finito

S =




Relacion de la CTFT con los coeficientes del CTFS (1)

Dada una sefnal de duracion finita x(¢), realizamos una extension
periddica x(t)

[longitud finita

x(?)

het - |/\/\ T/\ AN M

T, T, t

Expresamos la sefial periddica X(¢) mediante su CTFS

()= a. e con

k=—0

1 - 21
a, =— | X()e ™ dt W, = —
, Tgl() y oo=3

S =
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Relacion de la CTFT con los coeficientes del CTFS (II)

. Enelintervalo T, <t<T,, se cumple Xx(¢#) =x(¢) de modo que

T/2
1 —ikw " - jka @
ap=—-|, %(0)e I O’dt—— j i(t)e " ofdt_—jx(t)e kot gy

T, ° Ty 2
Como
a =iTx(t)e_jkw°t dt
LT
——

X(o)=[ x(t)ye’dt=

2 Los coeficientes a, de la extension periddica son muestras
equiespaciadas de la funcién X(w)
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Transformada inversa de Fouriler

o0 o0

)= a e =) iX(ka)O)ejk“’O’ = % Y X(kay)e™™ a,
k=—o0

k=—o0 k=—o0 T(v)

Si hacemos T,—x, w, - 0, =
la suma tiende a una integral
W, = dw, kw, = w,
y la extension periodica tiende a la sefal original:

F(t) = x(1) = i j“; X(w)e’dw

1 - 1
x(t) = ELO M@ Ec. de sintesis, CTFT-

X(w)= j: x(t)e_j(”’dt Ec. de analisis, CTFT




T

t

0 = A sen(kw,T) oy sen(kaw,T)
krx ka,T,
= iX (w) =
T, 0 = ko,
X(@) =24 sen(a)T) /

4,
x(t) = {0

X(o)

Silf|<T
Silf|>T

cuidado T
no es un
periodo!

Si realizamos una extension periodica de periodo T,, los coeficientes
del desarrollo en serie de Fourier de la extension periddica son los
calculados anteriormente para una onda cuadrada:

»

2AT

BVAVA

2n/T /T

/ N\
e
S
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Interpretacion grafica de la relacion CTFS-CTFT

T s AT
continuacion de x(1)

otra transparencia
anterior...

v

v

' X(t)

Ty—>0

v
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Frecuencias negativas

Una sinusoide puede describirse matematicamente de varias
formas:

[
X‘()

A
x(t)=Acos(—awyt) \// \A\/ > 1
«

@yt —jayt
x(t):AeJO_;eJO T

x(t)=A cos(wyt)+ A4, cos(—apt) , A +A4,=4

x(1)= Acos(@] = Acos(w,)

1

Y se puede representar de otras formas distintas ...
Asi pues, podriamos considerar que la frecuencia sea positiva o negativa.
Desde el punto de vista del analisis de sefial, no importa

S =




Propiedades de la CTFT (l)

Senal Transformada
x(1) X(w)
ax(t)+by(t) aX(w)+bY(w)
x(t o) e " X (o)

e’V x(1) X(w-w,)
x (0) X (o)
x(=f) X(-w)
x(at) ﬁX (/a)
x(#)* y(2) X(w)Y (o)
x(0)¥(1) X(@)* (@)
T
dx(t)/dt JjoX (w)

S =
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Propiedades de la CTFT (I)

Senal Transformada
[ xoydr ) | (0)5(0)
—o0 jo
tx(1) jdX (w)/dw
X(0)=X (-o)

Re{X(w)} = Re{X (-w)}

x(t) real 3 Im{X (a))} = —Im{X (—a))}
X(0) = X(-0)
/X (@) = —/X (~0)
Relacion de P I & ? 1 2
“Senales no perigdices 1, {0 de=——[ |X(@)f do

g« f(o)=[ g)e ™ dt

Dualidad - {
1) PERLEEN 27 g(—w)

S =
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Desplazamiento en t

X
1
X(7)
. 4 4 f
s i ZX(f)
1 1 ] n
: T tof
Desplazamiento en el tiempo _TJ[
x(t—t)) <o X (f)e >
_ TF — jot,
x(t t0)<—>X(a))e X()
1
X(1)
4 4 4 f
_ il LX)
S bg,
4
4 ~f
-8n



lucamartino
Rectangle


Modulacion

X (I)X (1)

-l16m 1611:

(1/2TE)IX () Xy(o)




Dualidad

X1(t)
1
5
-y Ty t
Xo(t) Xz(a))
/Wfl'[ 5 ’
-W W
A A A Y
t W W ®
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El principio de “incertidumbre”

Las propiedades de escalado en el tiempo y en frecuencia nos
indican que si una senal se expande en uno cualquiera de los
dominios, t 0 w (f), inevitablemente se comprime en el dominio

complementario.

X(1)
A

X
}
21

AN/

3 3 3

2X(2f)
2




Contenido en frecuencia
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5. Transformada de Fourier para senales

periodicas (I)

Calculamos la transformada de un impulso y de una exponencial:

TF{o@)} =" s@ye ™ dt=] 5(t)e’dr=1

cuidado, con la

Como o(t) T dualidad aqui

Por desplazamiento &(t—1t,)«—> e’/ =

Por dualidad e’ <« 278 (0w — @,) cuidado, es poco

mas delicado

Como cualquier sefal periodica la podemos desarrollar en serie de Fourier

esto se relaciona
con un resultado
obtenido

anteriormente... Je=-00

Por linealidad x(t) = Z ae” ™« 27 Z a,0(w—kw,)

k=—o0

Donde w,=2x/T,, siendo T, el periodo fundamental de x(t)

S =
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CTFT para senales periodicas (ll)

Para su demostracion partimos de un tren de impulsos:
x(1)

37 2T-T 0 T 2T 3T t

La CTFS del tren de impulsos tiene como coeficientes:

_1 T/2 & _ ikt _1 T/2 _1
a=— j_T/zk:Z;O S(t—kT)e™™ di =— I_T/2§(t)dt ==

X(w)
aplicamos om/T
laformula | | O )ree49 . o ) ——01 v 1
anterior
>
-2 27 4
0 — — 0]
T T T
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Pares transformados (sefiales no periodicas)

Senal Transformada
o(t) 1
1
—+ 70
u(t) P + 716 (@)
6(1=1,) e/
—at . |
e “u(t); Re{a} > () at o
—at 1
te " u(r); Re{a}>0 4+ joo)
tn—l » . R 0 1
(n D)1 e “u(?); e{a} > (a N ]a))"
x(t)z{l’ {<T, 2sen(wl))
0, \t\ > T, @
sen Wt X ()= I, o<W
it 0, |0 >W

S =
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Pares transformados (senales periodicas)

Seial Transformada
i a, e 2ﬂ2ak5(a)—ka)0)
k=—0 f=—o0
s e/kot 270(w — w,)
cos(w,t) zlo(w—w,)+S5(o+w,)]

Mira
luego!

1, <7,
=10, 7
. T<l<T,/2

x(t+T1,)=x(1)

S =
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Pares de CTFT de senales tipicas
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CTFT de las funciones seno y coseno

x(t) =cos(wyt) = c 4

(I)

AANL

_l_\/\/\/

x(t)=sen () =——-

s X(w)=x|5(0-0,)+5(0+a,) ]

4 | X(0)|

-

A .
£ X(a)g

)

hAAA

VY

)
2

TF >X(a))=£.[5(w_a’o)+5(w+w°)]
J

4 1 X(0)|

T

I

)

A a)o
Z Xw)
Wy
> w
—7t/2

'S



6. Respuesta en frecuencia de sistemas de tiempo

continuo (I)

Dado un sistema LTI con respuesta al impulso h(t), se define la respuesta
en frecuencia del sistema H(w) como:

H(w)= | h(t)e”™ dt

x({)
X(w)

H=x(t)*h(t
AU (o)

Y(w)=X(w) -H(w)

- X()

La respuesta en frecuencia representa el conjunto de autovalores
del sistema para las autofunciones del tipo: x(¢) = ¢ /*"

x(H)=e’ = y(t) = H(w,) e’

S =



Respuesta en frecuencia de sistemas de tiempo

continuo (Il)

Dado que H(w) es una funcion compleja de variable real, es
necesario conocer su modulo y su fase.

El médulo y la fase de la respuesta en frecuencia seran:

Y(@)
X()

El médulo o amplitud de la respuesta en frecuencia (o respuesta en
amplitud) representa la ganancia del sistema a cada pulsacion w o
componente espectral

La fase de la respuesta en frecuencia (o respuesta en fase)
representa el desfase introducido por el sistema a cada pulsacién w
0 componente espectral

La respuesta en frecuencia de un sistema LTI existira si y solo si el
sistema es estable.

S =

H(w) = y <ZH(w)=ZY(0)-~LX(0)




