Analisis y caracterizacion de sistemas de discretos

mediante la transformada de Fourier

Introduccion.

N

Respuesta de sistemas discretos LTI a sefnales exponenciales
complejas.

Representacion de sefales periodicas: |la serie discreta de Fourier.
Transformada de Fourier para secuencias no periodicas.
Transformada de Fourier para secuencias periodicas.

Respuesta en frecuencia de sistemas discretos.

Estudio de senales y sistemas discretos en el dominio transformado Z.

La funcion de sistema de sistemas discretos

© © N O Ok~

Sistemas de tiempo discreto descritos por ecuaciones en diferencias
lineales de coeficientes constantes.

10. Introduccion al filtrado.

S =




1. Introduccion

El analisis de Fourier es una de las herramientas mas utiles
en procesado de sefal.

Se basa en la descomposicion de una sefial en términos de
un conjunto de funciones base (sinusoides de diferente
frecuencia).

Senales continuas (analdgicas):
Periodicas: Series de Fourier (CTFS).
No periddicas:  Transformada de Fourier (CTFT).

Senales discretas (digitales):

Periddicas: Series de Fourier en tiempo discreto (DTFS)
No periddicas: Transformada de Fourier en tiempo discreto
(DTFT)
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1. Introduccion: autovalores y autofunciones

Para un sistema LTI con respuesta al impulso h[n] la
respuesta a una exp. compleja es otra exp. compleja:

x[n] =z,

o0 o0 o0

y[nl=hnl*x(n]= > hklxn—k]= > hlklz," =z, >  hlk]z,™*

k=—0 k=—00 k=—o0

y[l’l] - ZonH(Zo)

Siendo:
z," = |z,|" €21 = AUTOFUNCION
H(z,) = AUTOVALOR € ¢
Por ser z," autofuncion, también lo es e" (z" con |z|=1)
Por ser H(z,) autovalor, también lo es H(e/*")

xn]= &/ yinl=H(&""")- &7
: |
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2. Respuesta de sistemas LTl a senales

exponenciales complejas

Supongamos que la entrada es una combinacion lineal de
exponenciales:

N
x[n]= Zak e/ =
k=1

vln]=h[n]*x[n]=>_a,h[n]*e™*"

H(ei™) = H(Q,) < ¢

a,b, €¢

La respuesta es otra combinacion lineal de las mismas
exponenciales.

Esto es considerablemente mas sencillo que realizar la convolucion.

Por ello vamos a estudiar qué tipo de senales se pueden representar
mediante combinacion lineal de exponenciales complejas.
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Respuesta de sistemas LTI a una combinacion lineal

de exponenciales complejas

. De forma mas grafica, y aplicando la propiedad de
linealidad...

a, e’ +a, e’ +a, e yin
{ NN ‘

a, e’ b, e’"
¢ hin]
a efﬂzn b JjQ,n [n]
= s h[n] 2& LR

ejQ3n
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Propiedades de las exponenciales complejas

discretas

Recordemos que en tiempo discreto y, mas concretamente, en
las exponenciales del tipo: x[n]=e/"

Si (), crece, la frecuencia NO siempre aumenta
Si (), decrece, la frecuencia NO siempre disminuye

Si Q,= Q’y+2k7 = las sefiales son iguales:
: - Omega0 se puede
@/Q20n =gj(Q0 +2kmn =gJ 20N interpretar como un
angulo...
Q e .

e/2" es periodica < Qg=2mw/N

Si es periodica (Qg=2mm/N) =
Periodo fundamental N,=N, si Ny m son primos entre si
Frecuencia fundamental f,=1/N,

Pulsacion fundamental 27f,=2 /N, |=3© 2 & ser nuestro
0 0 Omega0l

Solo existen N, armonicos diferentes
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3. Representacion de sefnales periodicas: la serie

de Fourier en tiempo discreto (DTFS

De modo analogo al tiempo continuo, para cualquier sefal periddica es de
esperar que se pueda obtener un desarrollo como combinacion lineal de
funciones armonicas.

Como el numero de armonicos en tiempo discreto es finito y coincide con el
periodo fundamental de la sefal, si tenemos una senal periddica:
x[n]=x[n+N], v'ny N entero positivo, se espera que se pueda expresar de la
forma:

. a_k periodico de
x[n]= Z a, e’"  siendo Q,=27/N periodo N
k=<N>
Como solo existen N armédnicos diferentes y se repiten periddicamente, la
suma se extendera sobre cualquier intervalo de N valores consecutivos.

Sustituyendo el valor de €, se obtiene:

Ecuacion de sintesis de la DTFS
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DTFS: Calculo de los coeficientes ()

Para.comprobar que cualquier secuencia periodica tieng-desarrollo en
serie de.Fourier es necesario obtener el valor de los eoeficientes a,.

En la ecuacian de sintesis, multiplicamos ambosfados por e72c77/N y

obtenemos:

—j—mn j2 : (k—m)n
x[n]le NV = Z a, e~ . Sumamos N valores:

k=<N>
N-l —jz—ﬁmn N-l j k—m)n
x[n]le ¥ =Z Z a, eV =

n=0 n=0 k=<N>
N-1 2 N-1 .27

]Wmn ]W(k—m)”

nle D @ e

n=0 k=<N> n=0
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DTFS: Calculo de los coeficientes (II)

El ultimo sqlmatorio es una progresion geométrica de N términos:
N-1 lj' aN
Za” = ' si =1
n=0

Observamas que

. 27 N

Si k—m;tV : 1— e’ N(/(/

r enter i 5 =0
J——(k—m)

ﬁ?ﬁk—m)n/N;é'l % N

w |
N

Si k-m=
r entero,

Ecuacion de analisis
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Propiedades

Como los armodnicos se repiten cada N indices, los coeficientes a,
tambien:

_ SECUENCIA
a, v =a, PERIODICA!!

Si x[n] es real los coeficientes son hermiticos:

. *
a, =d _;

Como el DTFS es una suma finita de términos, siempre converge y
es una representacion exacta de la secuencia.

NO HAY PROBLEMAS DE
CONVERGENCIAS

S =
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DTFS de las funciones seno y coseno

e .
x[n]=cos(Qn) = : n 5 zze
1 1
Es "como" un am =—, ==
tren de 2 2
deltas...mirad ) _ B _
transparencias Si Qy=477/5 = m=2, N=5
despues 1 i
a, =—, =—
2 7 ) 7
JQon —jQqn
e e
x[n]=sen(Qyn)=——-
2] 2]
a —l / a __l .
m 2 Ja —m 2 ]

Si Qy=2m/5 => m=1, N=5
! 1

a, a_, = ———

=2—j,

Por ahora

~_ |mejor no

mirar...



lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Line

lucamartino
Line

lucamartino
Text Box
Por ahora mejor no mirar...

lucamartino
Text Box
Es "como" un tren de deltas...mirad transparencias despues


- [l
_64 I




Representacion grafica de la DTFS

seria a_k
multiplicado por
el
correspondient
exponencial
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4. Transformada de Fourier en tiempo discreto

(DTFT) para secuencias no periodicas

Realizamos una extension periddica x[#] de una secuencia de duracion
finita x[n]

_ Z —] —n % Z‘O: x[n] e—jkyn

n N, n=-—0



DTFT para secuencias no periodicas (l)

. .. Definimos otra cosa aqui:
Si definimos: [transformada de Fourier para una
sefal discreta (no periodica)

X=X Q)= > xnle’™ =

n=—0

Los coeficientes a, son muestras equiespaciadas de la sefial X(€2)

donde Q, = %

Podemos sintetizar la expansion periddica de la sefial como:

)~C[7l]= Z LX(kQO)eijon :L Z X(kQO)eijonQO

k=<N> 272— k=<N>

S =
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DTFT para secuencias no periodicas (l1)

Si hacemos N —» «© =
Q, - dQ,
kQ), - Q,

Siendo que las

pulsaciones diferentes

la suma tiende a una integral que se extiende a todas las posibles

estan en un intervalo pulsaciones (intervalo 27) x[n]= x[x]
de 2i
- 1 KO
An]l=x[n]=—| X(Q)e™""dQ
272' 2

x[n]= L X(Q)e™"dQ

QT v2m Ecuacion de sintesis de la DTFT

o0

X(Q)= ) x[nk

T Ecuacion de analisis de la DTFT

S =


lucamartino
Highlight

lucamartino
Text Box
Siendo que las pulsaciones diferentes estan en un intervalo de 2ì


Transformzada de Fourier discreta d2 un pulso rectangular

10 T
9 Langitud M=10
Langitud M=5
=1
TF
J— 6_
¢
A A /|
a3
oL
1}
D 1
-2pi i 0 pi 2pi
£l
., . i periodica de
Funcion sinc{-} dis¢reta  |periodo 2pi
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DTFT de la funcidon seno

o/ O PERO AQUI YA ESTAMOS CONSIDERANDO
_ _ UNA SENAL PERIODICA!!! AUN NO HEMOS
X[I’l] = S€n (QOI’Z) _ o o o HABLADO de una TF de una sefial periodica
J J (en discreto)...
Transformada J
de Fourier X(Q)==> [6(Q-Q, -2kr)-5(Q+Q, —2kr)]
. ] k=—0
Generalizada
2| X(Q)] A X(Q)
T T
4 4 4 4 4 4
I I I I I I
| ‘ | ‘ [ ‘ ‘ 1 ‘ | ‘ |
- 1 W I > — —_— -
2t -Qy ! Qy 2rn Q —275_90 QOZTL' [9)
24 X(QQ) 24 X(QY)
7 T ° TC/2 () [ TC/2
| | |
—H H— > I —L L >
- 27 l l 27 l Q 21 l l 2n @)
[ J
Si 0<Qy<m Si Qp>n
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Consecuencias, analogias y diferencias con el

caso de tiempo continuo

La DTFT de secuencias X(Q2) es una funcion de variable continua

La ecuacion de analisis es una suma y no una integral

condicion suficiente

La ecuacion de andlisis es valida siempre que = »_ [x[n]|< oo [conelcuadrado..

n=-—a0

X(Q) es siempre periddica de periodo 27z

por esto Las bajas frecuencias corresponden a pulsaciones proximas a cero y
epresentar a cualquier multiplo entero de 27
de -pi api . - R

er Las altas frecuencias corresponden a pulsaciones proximas a 7y a

cualquier multiplo impar de =

La ecuacion de sintesis se extiende en un intervalo 2 (todas las
posibles pulsaciones en discreto)

La senal x[n] se puede sintetizar como superposicion de todas las
posibles exponenciales complejas diferentes en discreto

La ecuacién de sintesis converge siempre que X(Q) tenga valores
finitos en todas las pulsaciones

S =
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Propiedades de la DTFT

Senal Transformada
x[n] X(Q)| Periddicas
y[n] Y (Q)) | de peridodo 27
ax[n]+by[n] aX(Q)+bY(€2)
7 X[n—nq] e M X(Q)
/ e’ x[n] X(Q-Q,)
X [n] X' (=Q)
x[—n] X(-Q)
B} ] ntero
Yoolnl = 0 resto KD
x[n]* y[n] X(Q)Y ()
T 217[ [ x@yr@-o)0
N x[n]-x[n—1] (1—e)x(Q)

'S


lucamartino
Line

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight

lucamartino
Line

lucamartino
Line


Propiedades de la DTFT

Senal Transformada
x[k] X(Q.g 0(Q—2kr)
— | =
nx[n] 1] X (Q)
/40
X(Q)=X"(-Q)

Re{X(Q)}=Re{X (-Q)}
Im{X(Q)}=-Im{X(-Q)}
X Q) =X(-Q)
ZX(Q)=—/X(-Q)

Relacion de Parseval para secuencias no periodicas

N > 1 2
DT =5 |, @ do

S =

N\

x[n] real
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Pares transformados (sefiales no periodicas)

Secuencia Transformada
i 1
auln] l—ae™®
] {1, n <N, sen|Q(N, +1/2)]
0,n/> N, sen(Q/2)
senWn _ W Smc(an @) - {1, o<lo<w
m Pa T 0, W<|Q<x
O<W <1 Periodica de periodo 27
o[n] 1
u[n] St Z Q- 27zl
oln—n,| e /¥
1
(n+1)a"uln], |a <1 [l—ae‘fﬂ }2

S =
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5. Transformada de Fourier para secuencias

periodicas (1)

Calculamos la DTFT de una exponencial compleja

x[n]=e"" —E 59
Para ello postulamos lo siguiente:
TRANSFORMADA | o
GENERALIZADA /" L X(Q)=27) §(Q-Q,—27k)
DE FOURIER k=00

Para comprobar la validez, sintetizamos la senal que corresponde a X(Q):

x'[n] = 2L j X (Q)e’™dQ) = j i 5(Q-Q, —27k)e™™dQ =
T _

Q)+
x'[n]= Z j (Q-Q, —27k)e’™dQ = j (Q-Q,)e™dQ = e™™" = x[n]

k——OO 27[ 0

S =
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DTFT para sefales periddicas (Il)

Si tenemos una secuencia x[n] periddica de periodo N, se puede
obtener su DTFS:

jk—n
x[n]= Z a e "

k=<N>

Aplicando la propiedad de linealidad de la DTFS se tiene:

X(Q) = ZakZﬂZé'(Q—%—bd) Z > 21,5 (Q 27{;”)):

=—w0 k=<N>

k=<N>

transformada
Generalizada de
Fourier
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Pares transformados (senales periddicas)

Secuencia Transformada
K = 27k
a,e N 27 Y a 5(9 - )
k:Z]:\b ‘ k;o g N
o/ 27 6(Q-Q,—27)
[=—
cos Qn 7Y 10(Q-Q, - 24)+5(Q+Q, —27)}
senQn I s(Q-0Q, —274) - 5(Q+Q, —27)}
x[n]=1 27z25(9 —27)
- 27
D S[n—kN] et Z§[Q—j
k=—00
=N +)N , sik=0%IN
_ L= N, - 2k o1
x[n]= { 0. resto 2ﬂ-k=2—oo aké'(Q —Tj 3 sen {N(Nl + 2)}
a, = , resto
x[n+ N]=x[n] Nsen[Zﬂ/N]

I s



6. Respuesta en frecuencia de sistemas discretos (1)

Dado un sistema LTI con respuesta al impulso h[n], se define la respuesta
en frecuencia del sistema H(€2) como:

=x[n] *h Y(Q
AL AL /(')

Y(Q)=X(Q)-H(Q)

x[n]
X(Q)

La respuesta en frecuencia representa el conjunto ‘ge autovalores del
sistema para las autofunciones del tipo: x[n] = ¢ "

X ()

x[n]=e" = y[n]= H(Q,)e ™"

S =



Respuesta en frecuencia de sistemas discretos (l1)

Dado que H(Q2) es una funcion compleja de variable real, es necesario
conocer su modulo y su fase.
H(Q) = ey y LH(Q)=/2Y(Q)-2LX(Q)
X(Q)

El médulo o amplitud de la respuesta en frecuencia (o respuesta en
amplitud) representa la ganancia del sistema a cada pulsacion Q o
componente espectral

La fase de la respuesta en frecuencia (o respuesta en fase) representa el
desfase introducido por el sistema a cada pulsacion Q o componente
espectral

La respuesta en frecuencia de un sistema LTI existira si y solo si el sistema
es estable.
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