
Transformada de Laplace 



Sistemas LTI: convolución

• Primera forma de expresar la salida en función 
de la entrada: con la convolución



Sistemas LTI, Tiempo Continuo (TC)
• De forma equivalente se pueden expresar con 

ecuaciones diferenciales lineales a 
coeficientes constantes

• La equivalencia perfecta se da cuando las 
condiciones iniciales son todas nulas:

En 
general



Caso discreto
EQUIVALENCIA CON LA CONVOLUCION (UN SISTEMA LTI SE PUEDE REPRESENTAR ASI)



Resumen: en el dominio del tiempo…

PARA EXPRESAR LA SALIDA y(t), y[n] EN EL TIEMPO, 
tenemos:

CONVOLUCIÓN

ECUACIONES 
DIFERENCIALES

ECUACIONES A LAS 
DIFERENCIAS

Por que pasamos a un 
dominio “transformado”? 



Transformada de Laplace de h(t) como auto-valor



Transformada de Laplace (TL) “bilatera”



Transformada de Laplace (TL) “bilatera”

Es una extensión de Fourier: la Transformada de Laplace puede existir para ciertos 
valores de \sigma aunque la transformada de Fourier no existe. 

Formula de Análisis





Transformada de Laplace (TL) “unilatera”

La integral es de cero a infinito. Hay algunas razones para considerar (a 
veces) esta definición:

1) Una de ellas es que esta definición vale solo para señales x(t) causales 
(que se desarrollan de cero en adelante...).

2) Hay otra razón que tiene que ser con las derivadas de x(t) y las 
ecuaciones diferenciales (la veremos mas en adelante). 

Luego vamos a explicar porque el primer punto es interesante.



La T. de Laplace es algo bidimensional

Es algo dimensional respecto a s y es una función a valores complejos; 
Ejemplo de MODULOS de TL:



Ejemplo y Región de convergencia de 
Laplace (Region of Convergence- ROC)

Vamos a considerar la bilatera:



Ejemplo y Región de convergencia de 
Laplace (Region of Convergence- ROC)



Ejemplo y Región de convergencia de 
Laplace (Region of Convergence- ROC)

Para cada s en esta región existe X(s) y vale 1/(s+a)



Ejemplo y Región de convergencia de 
Laplace (Region of Convergence- ROC)

Para cada s en esta región existe X(s) y vale 1/(s+a)

EXISTE LA TRANSFORMADA DE 
FOURIER !!!

NO EXISTE LA TRANSFORMADA DE 
FOURIER.



Ejemplos ROC
Doble flecha en el caso 
de la unilatera….



Ejemplo y Región de convergencia de 
Laplace (Region of Convergence- ROC)

Vamos a considerar la bilatera:



Ejemplo y Región de convergencia de 
Laplace (Region of Convergence- ROC)



Ejemplo y Región de convergencia de 
Laplace (Region of Convergence- ROC)

Para cada s en esta región existe X(s) y vale 1/(s+a)

NO EXISTE LA TRANSFORMADA DE 
FOURIER.

EXISTE LA TRANSFORMADA DE 
FOURIER !!!



Resumen (hasta ahora)

Tienen misma transformada! Pero diferentes ROC! 



Resumen (hasta ahora)

• Es decir, con la relación entre la TL bilatera X(s) 
y la no tenemos una relación biunívoca con 
x(t).

• Necesitamos la información de la ROC, 
también.  



Con la TL unilatera….

• Esta definición tiene sentido solo para señales 
causales.

• Tenemos una relación biunívoca. 



Otro Ejemplo



Ejemplo

vv

Y con a>0 existe 
también TF



Polos y ceros

• POLOS: todos los valores de s tal que

• Ceros: todos los valores de s tal que

• la ROC no contiene polos.



Algunas Propiedades

• la ROC no contiene polos.

• Si la señal x(t) es de duración finita y existe por 
lo menos un valor de      (que nosotros 
conozcamos) para que existe la TL, entonces 
en realidad la TL converge en todo el plano 
complejo (es decir la ROC es todo el plano).



Algunas Propiedades

• Si la señal x(t) es causal: la ROC está a la 
derecha de todos los polos.

• Si la señal x(t) es anti-causal: la ROC está a la 
izquierda de todos los polos.

• Si la señal x(t) esta formado por una parte 
causal y una  anti-causal: la ROC es una 
“franja” en el piano s,  contenida entre los 
polos.



Otro Ejemplo: exponencial truncado



Exponencial truncado

POLOS:

CEROS:



Exponencial truncado
POLOS:

CEROS:

v

ROC: TODO EL PLANO !!!

Un cero (k=0) se va con el 
polo (se eliminan)…. 
entonces no hay polos !! 



Anti-transformada de Laplace

➢ Donde       esta contenido en la ROC.

➢ en general, vamos usar otros métodos para 
invertir X(s) y obtener x(t).  



Fracciones simples para anti-transformar

“Doble flecha”, porque se 
refiere a la unilatera…

EXPRESAREMOS LA TRANSFORMADA 
DE LAPLACE COMO SUMA DE 
FRACCIONES……



Fracciones simples para anti-transformar



Propiedades – (Bilatera)



Propiedades: derivada

0



Propiedades: derivada (TL UNILATERA)

-x(0)

IMPORTANTE CUANDO SE USAN CONDICIONES INICIALES (no 
nulas)… en las ecuaciones diferenciales !



Propiedades (mas generales)

Bilatera

Unilatera



Propiedades (mas generales)

Bilatera

Unilatera

Recordar que ya habíamos visto:

Unilatera



Propiedades (Unilatera)



Propiedades (Unilatera)

Valen tambien
para la Bilatera



Ejemplo Transformadas 

Cual es la ROC?

Se pueden demostrar usando una 
de las propiedades anteriores

ROC: semi-plano positivo 



Ejemplo Transformadas

ROC: todo el plano !!!

Pensad a Fourier: por esto se necesitaba de una T. 
De Fourier “Generalizada” que “fuerza” la 
matematica….

ROC: semi-plano positivo 

Lo que existe es la transformada del escalón:



Ejemplo Transformadas 

Pensad a Fourier: por esto se necesitaba de una T. 
De Fourier “Generalizada” que “fuerza” la 
matematica….

Polos imaginarios 
puros…. Que pasa con la 
ROC?

Incluso estas dos con la 
definición de T. de Fourier no 
existen… por esto se necesitaba 
de una T. De Fourier 
“Generalizada” que “fuerza” la 
matematica….







Ecuaciones diferenciales - Sistemas LTI
Hay que tener en cuenta las 
condiciones iniciales 

T. LAPLACE (BILATERA): (Si las condiciones iniciales son nulas, es lo mismo 
bilatera o unilatera) 



Ecuaciones diferenciales - Sistemas LTI
T. LAPLACE (BILATERA):



Estabilidad de la salida de un sistema LTI

• La salida y(t) de un sistema LTI es estable (en 
sentido causal, es decir “mirando hacia +Inf”) 
si la salida y(t)  no “explota”, no  diverge a +Inf
o –Inf, cuando t tiende a +Inf.

• Un sistema LTI es estable  (mirando hacia 
+Inf”) si cuando la entrada x(t) es acotada, la 
salida y(t) tambien será acotada para todo los 
t entre [t_inicial, +Inf), donde t_inicial valor 
finito.



Estabilidad “mirando hacia +Inf”

• los polos de H(s) tiene que tener sigma<=0

• H(s): Laplace de h(t)

v

v

v

h(t) =0 para t <0 (condición de causalidad)
Int |h(t)| dt < Inf (condición de estabilidad)

La ROC  será hacia la derecha, dado que 
estamos hablando de sistemas causales



Estabilidad de la salida de un sistema LTI

Respecto a h(t):

de H(s)

Esto vale para sistemas causales y 
anti-causales

h(t) =0 para t <0 (condición de causalidad)
Int |h(t)| dt < Inf (condición de estabilidad)



Estabilidad de la salida de un sistema LTI
Para un sistema causal …



Estabilidad en el caso de anti-causalidad

• los polos de H(s) tiene que tener sigma>=0

• Salida y(t) acotada “mirando hacia –Inf”

v

v

v

La ROC  será hacia la izquierda, dado que estamos 
hablando de sistemas anti-causales



Ejemplo: Anti-transformar sin conocer la ROC

TENEMOS 3 POSIBLES señales x(t) !!

(en este caso 
estariamos
considerando la 
bilatera….)



Ejemplo: Anti-transformar sin conocer la ROC

Primera posibilidad:

Esta señal NO 
tiene 
transformada de 
Fourier!!!

Considerando la 
Laplace 
Unilatera esta 
seria la unica
solución….



Ejemplo: Anti-transformar sin conocer la ROC

Segunda posibilidad:

Esta señal tiene 
transformada de 
Fourier!!!

El integral de la Transformada Fourier tiene solución, converge, la TF existe….

Nota que esta 
señal no 
diverge…



Ejemplo: Anti-transformar sin conocer la ROC

Tercera posibilidad:

Esta señal NO 
tiene 
transformada de 
Fourier!!!



Ejemplo: Anti-transformar 
pero considerando la definición de Laplace Unilatera

Seria “4 por….”



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo



Otros Ejemplos



Otro Ejemplo



Ejemplo: encontrar respuesta al impulso 

• Ejemplo:

(con cond. Iniciales nulas)

Polinomio característico

Las raíces son  -1, -2,  entonces:



Ejemplo: respuesta al impulso 

• Queremos resolver:

con cond. Iniciales nulas



Con Laplace  

Unilatera o bilatera no importa, porque las condiciones 
iniciales son nulas:



Con Laplace  

Tenemos que anti-trasformar



Con Laplace  

Tenemos que anti-trasformar

Considerando solo señales causales, obtenemos:



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo



Otro Ejemplo


