Transformada de Laplace



Sistemas LTI1: convolucion

X(() ——> h(t) p—yl) xn]—>

h{n)

-/ [I1]

* Primera forma de expresar la salida en funcion

de la entrada: con la convolucion

+®

ylnl = " x[klhln — k] = x[n] * hin)

k=—co

+

y(t) = f_ x(Dh(t — ndt = x(t) * h(t)




Sistemas LTI, Tiempo Continuo (TC)

 De forma equivalente se pueden expresar con
ecuaciones diferenciales lineales a
coeficientes constantes

dy(1)
Z gk Zbk

k=0
* Laequivalencia perfecta se da cuando las
condicionesiniciales son todas nulas:

d dN 1

d"‘x(r)




Caso discreto

EQUIVALENCIA CON LA CONVOLUCION (UN SISTEMA LTI SE PUEDE REPRESENTAR ASI)
N

M
> asyin K = 3 byafn — j
7=0

k=0

con condicilones iniciales

yl-1l =yl-2]=y[-3]=..=y[-N]| =0

A

a veces se escribe asi tambien
1 [ |
yln] = ——[3" axyln — K] fr — 3 bjafn — j]

ey .
k=1 J=

M

aoyln) + aryln — 1]+ ... +ayyln — N = bjzln — j]
j=0



Resumen: en el dominio del tiempo...

PARA EXPRESAR LA SALIDA y(t), y[n] EN EL TIEMPOQ,
tenemos:

CONVOLUCION
ECUACIONES ECUACIONES A LAS
DIFERENCIALES DIFERENCIAS
Por que pasamos a un
dominio “transformado”? >




Transformada de Laplace de h(t) como auto-valor

Exponenciales como autofunciones de sistemas LTI

z(t) = e —s | h(t) |—> y(t)

’U(t} — ffcm h(T)ES“_T)d’T = [ffﬂm h(T)EST[f.T]ESt — Prf{,{-,) | at

£ Como podemos probar que las
exponenciales son
autofunciones? =» Convolucion

x(t)

h(t)

~y(t)

Is = o0 + Jw|
' L'_\
autovalor autofunciéon

» En general, si x(f) es una combinacion lineal de exp. complejas:

r(t) = Z ape’t — y(t) = Z H(sy)are™"
k k



Transformada de Laplace (TL) “bilatera”

00
X (s) / . z(t)e” ' dt

s =0 + Jw

If o =0=— TL=TF !

L{z(t)} = Fla(t)e”""}




Transformada de Laplace (TL) “bilatera”

Formula de Analisis

X (s) = / T et

— 0

S = O

o,

Liz(t)y = Fra(t)

T

Es una extension de Fourier: la Transformada de Laplace puede existir para ciertos
valores de \sigma aunque la transformada de Fourier no existe.




6.2 La transformada de Laplace

Ss=0c+ jo

5f ot _ jor

e’ =e”e’” = e cos(wr) + je sen(wr)

Im[e®}

o = Factor de amortiguamiento exponencial < 0
o= Frecuencia del coseno y seno



Transformada de Laplace (TL) “unilatera”

s = o0 + Jw|

T 00
X(s) = x(t)e " dt

0
\_—

~

La integral es de cero a infinito. Hay algunas razones para considerar (a
veces) esta definicion:

1) Una de ellas es que esta definicion vale solo para sefiales x(t) causales
(que se desarrollan de cero en adelante...).

2) Hay otra razén que tiene que ser con las derivadasde x(t) y las
ecuacionesdiferenciales (la veremos mas en adelante).

Luego vamos a explicar porque el primer punto es interesante.



La T. de Laplace es algo bidimensional

s =0 + juw X(s’)

Es algo dimensional respecto a sy es una funcion a valores complejos;
Ejemplo de MODULOS de TL:

Ejemplo 1 Ejemplo 2

o 1";#,..‘##‘ B

A
Iy #&@'%‘




Ejemplo y Regidén de convergencia de
Laplace (Region of Convergence- ROC)

z(t) =e “u(t) aeR

Vamos a considerar la bilatera:

00
X(s) = / z(t)e ' dt

X(s) = / e "u(t)e *dt = [ e~ \aT)lar = [ —;:_[f"""“-”*] =
J e a—+ s 0

il -+ 8

Solosia+o > 0!



Ejemplo y Regidén de convergencia de
Laplace (Region of Convergence- ROC)

z(t) = e~ “"u(t)

X(s) = o> —a




Ejemplo y Regidén de convergencia de
Laplace (Region of Convergence- ROC)

r(t) = e~ “u(t)

\:"‘-}\
&

=

V

-

X(s) =

o> —a

|
S

\
\

AN
\

Q
|
=

Para cada s en esta region existe X(s) y vale 1/(s+a)




Ejemplo y Regidén de convergencia de
Laplace (Region of Convergence- ROC)

/ja>0 ij%a<0

:
en esta region existe X(s) y vale 1/(s\+ar\

&

\

A\

AN
\

|
Q

NO EXISTE LA TRANSFORMADA DE

EXISTE LA TRANSFORMADADE FOURIER.

FOURIER !!!




Ejemplos ROC

Consider the causal exponential time function and its Laplace
Doble flecha en el caso

transform
/ de la unilatera....
r 1

r(t) = e™u(t) == X(s) = for o > o

5 — (k¥
The following shows both the time functions and the pole-zero
diagrams for 5 different values of «o.
Time functions Pole-zero diagrams

() I




Ejemplo y Regidén de convergencia de
Laplace (Region of Convergence- ROC)

r(t) = —e “u(—t) a€R

Vamos a considerar la bilatera:

00
X(s) = / z(t)e ' dt

— 00
+ o0 (] .. 1 .. 0
;Y{":jl = / {:_r”'i,r.{ i};:_"*fﬂft — [ ﬁ—l[ﬁ'.+.-s_1fdt _ [ ﬁ—{._q.+,-;_;ﬁ]
of — O J —nc e

S - (0

5+

Solosia+o < (!N



Ejemplo y Regidén de convergencia de
Laplace (Region of Convergence- ROC)

r(t) = —e” “u(—t)

X(s) = — o< —a




Ejemplo y Regidén de convergencia de
Laplace (Region of Convergence- ROC)

r(t) = —e"“u(—t) X(s)= : — - o< -a
Para cada s en esta region existe X(s) y vale 1/(s+a)
Y W

Q Jw a >0 \A\E a < (0
w\: NO EXISTE LATRANSFORMADADE %%

\5\ FOURIER. \\9\:
N NN

\\aﬁ g >\§1§ o

EXISTE LA TRANSFORMADADE
FOURIER !!!




Resumen (hasta ahora)

x(t) = e_ﬂtu(t):>}((5) = o> —a
ST a
r(t) = —e_atu(—t)ﬁ}((s) = — o< —a
ST da
Tienen misma transformada! Pero diferentes ROC!
z(t) = e~ “u(t) 1
X (s) =

r(t) = —e u(—t) 7 S+ a



Resumen (hasta ahora)

* Es decir, conlarelacion entre la TL bilatera X(s)
v la no tenemos una relaciéon biunivoca con

x(t).

 Necesitamos la informacionde la ROC,
también.



Con la TL unilatera....

00
X(s) = /(; x(t)e " dt

r(t) = =e="u(—t) ST+ a

e Esta definicion tiene sentido solo para senales
causales.

* Tenemos una relacion biunivoca.



Otro Ejemplo

a € R
r(t) = e~ = e~y (t) + eu(—t)
T o + o
X (s) =/ E_ﬂti‘a{zi)ﬂ_”di-i—/ e fu(—t)e " dt
o0 0
=/ E_ﬂtﬂ_'“dt-{-[ e et qt
S of — o0
R 1 -2
T s4+a s—a s2—a2
et e
TF>—d (T
a <0 —2a
'l a>0— X(s) = 2 _ 2

X (s) = no existe

ROC:—a <o <a




Ejemplo

r(t) = e~ U = 7%y (t) + e u(—t)

a > ( :ij |

>
(1 )

Y con a>0 existe
también TF
—2a

a>0— X(S)_EE 2




Polos y ceros

* POLOS: todos los valores de s tal que

X(s) — o0

* Ceros: todos los valores de s tal que

X(s)=0

* |a ROC no contiene polos.



Algunas Propiedades

 |la ROC no contiene polos.

e Sila senal x(t) es de duracion finita y existe por
lo menos un valor de o (que nosotros
conozcamos) para que existe la TL, entonces
en realidad la TL converge en todo el plano
complejo (es decir la ROC es todo el plano).




Algunas Propiedades

e Silasenal x(t) es causal: la ROC esta a la
derecha de todos los polos.

e Silasenal x(t) es anti-causal: la ROC esta a la
izquierda de todos los polos.

e Silasenal x(t) esta formado por una parte
causaly una anti-causal:la ROC es una
“franja” en el piano s, contenida entre los
polos.




Otro Ejemplo: exponencial truncado

(1) —e ¥ <t < T‘

+00 I
X(S):/ ;I:(t)ﬁ_ﬂtdt:/ﬂ e e st dt

T - o —la+s)t ] I
- / —atorgy - [Z N
Jo sta Jo
1
X (s) = (1 — E_(“’+5)T)
S T d




Exponencial truncado
r(t)=e " 0<t<T

X(s) = —— (1- E—<a+sﬁ)

1? __ﬂ-

POLOS: S =— —(

e~ t)T — 1 5 (s 4 a)T = j2rk

s=—a+j— k=0,1,2,3,4...




Exponencial truncado

POLOS: § — —(1
2Tk
CBROS: g — —@ + 7 k=20,1,23,4...
1
TwW
= t a >0
Un cero (k=0) se va con el
polo (se eliminan)....
entonces no hay polos !! L]
\D
>
. o

ROC: TODO EL PLANO !!!



Anti-transformada de Laplace

1 Y+Jju
r(t) = — lim f X (s)e*'ds
mT] u—00 ~—ju

» Donde 7Y esta contenido en la ROC.

» en general, vamos usar otros métodos para
invertir X(s) y obtener x(t).



Fracciones simples para anti-transformar

EXPRESAREMOS LA TRANSFORMADA
DE LAPLACE COMO SUMA DE

FRACCIONES......
Polos reales: "y 4
polosd, distintos, X(§)=>» —F— PR () PR
= S —dg s—d,
| A 4
polo d, multiplicidad r. 4, . B 4
s—d. (s—d.) (s—d.)
n—1
| At E‘dtrﬂ I::F) p L . A
(n—1)! \(s—dfj"
\

“Doble flecha”, porque se
refiere a la unilatera...



Fracciones simples para anti-transformar

Polos complejos
S1 los coeficientes en €l polinomio del denominador son reales. los
polos complejos se presentan en pares conjugados complejos.

polos conjugados complejos: o+ jo, . a—jo,

MAl B;s+ B, Bs+B,

5—&4}{] 5 —f:r\+j?ﬁ7ﬂ~_ (s—a—jo,)s—a+ jo,) N (s—a) +m,

_| G(s—a) N C,0,” . C-B . C - B,a + B,
(s—a)’ +rﬂf (s—a)* +{f:},|]2 b ? +r::::r,3,2
C(s—a)

C,e™ cos(myt)u(t) <= ——
(s—a) + o,

2
C, o,

C,e™ sen(wyu(t) <= : -
(s—a) + o,



1111111

Propiedades — (Bilatera)

[

Property x(t) X(s)
Linearity ary(t) 4+ bra(t) aXi(s) 4 bXa(s)
Delay by T (t —=T) X(s)e T
Multiply by ¢ tr(t) _d—ZE-‘*)
Multiply by e = r(t)e™™ X(s 4+ a)
Differentiate in ¢ LE"';E#) sX (s)
Integrate in fﬁ w(r) dr ‘Yiﬁ)
Convolve in ¢ fm x1(T)za(t —7) dr X1(s)Xa(s)




Propiedades: derivada




Propiedades: derivada (TL UNILATERA)

o0 da(t oo
/ o )E_Std?f = [z(t)e "t > — [—5 / .r(t)ﬁ_‘“di]
Jo dt Jo

-x(0)

/D - dmd( ) e=stat — sX(s) @0 >

/

IMPORTANTE CUANDO SE USAN CONDICIONES INICIALES (no
nulas)... en las ecuaciones diferenciales !




Propiedades (mas generales)

L d¥ X (s)

tix(t) <= (—1) Tk

dkj:? (t) Bilatera
e s* X (s)

d~x(t)
dtk

=58 X (s) — s¥71z(0) — sF 7221 (0) — s¥ 7322 (0)+

.. — sz =2 (0) — ¢V (0)

Unilatera
d~x(t)

2™ (0) =
L () Atk

t=0



Propiedades (mas generales)

[
1
1
£ A =
i Y
f- )
~
~
AL ~< -

_/,_

dx(t)

D(0) =
- (0) 7

t=>0
Recordar que ya habiamosvisto:

dx(t)
dt

<=s5X(s) —x(0)  Unilatera



Propiedades (Unilatera)

6.3 La transformada de Laplace unilateral.

X(s):j:fx(r)e-“dr - x(f) <X (s)
1

- e"u() <= : ROC Re(s)>a

e u(t) <=

PROPIEDADES  x()«=>X(s) : v({)«=>Y(s)

Linealidad ax(t) +by(t) «—=—>aX(s) +bY(s)
I | A
Escalamiento x(at) {—}H X(E]

Corrimiento en el tiempo  x(f —7)<—=—>e*" X(s)
Vr|x(t—1)u(t)=x(t—7t)u(t—r1)



Propiedades (Unilatera)

PROPIEDADES (cont.) 6.3 a
Corrimiento en el dominio s e x(1) <> X (s —s,)
Convolucion x(t)* y(t) «—=— X (5)Y (5)
Diferenciacion en el dominio de s —tx(1) {i}% X(s)

Diferenciacion en el dominio del tiempo dix(f) <= 55X (s)-x(07)
t

d” d" , d
x() <L s" X (5)— (D) . —... =" —x(D)] . —s""x(07
e (1) (s) PR ®]._, = 1., (07)
[ g0 X
Integracion jf x{r)dr{L}—j x(r)dr+ (s) Valentambien
- 5§ 5 para la Bilaterz
Teorema valor inicial LI_I}E sX(s)=x(07) /

Teorema valor final lim X' (s) = x(=0) solo s1 Re(polos)<0




Ejemplo Transformadas

1

te”“u(t) =

(s — a)?

Cual es laROC?

tﬁ:—l

1) e~ u(t) =

1

(s — a)"

Se pueden demostrar usando
de las propiedadesanteriores

una

1
u(t) = —
S

ROC: semi-plano positivo g = ()



Ejemplo Transformadas

o — 0

] No ool

(S(t) p— 1 ROC: todo el plano !!!

+oc
/ S(t)e *tdt =e " =1

Pensad a Fourier: por esto se necesitabade una T.
De Fourier “Generalizada” que “fuerza” la
matematica....

Lo que existe es |la transformada del escalon:

1
u(t) = —
f.q

ROC: semi-plano positivo g > ()



Ejemplo Transformadas

COS (/Bf) : ND EXlHtE! Pensad a Fourier: por esto se necesitabade una T.
De Fourier “Generalizada” que “fuerza” la

?Eﬂ(ﬁf) —> No existe! matematica....

S

cos(Ot)ult) =—

(ﬁ ) ( ) SQ —+ 62 Incluso estas dos con la
definicionde T. de Fourier no
b—, existen... por esto se necesitaba
. de unaT. De Fourier
Siﬂ(ﬁt)u(t) — <) 1+ 62 “Generalizada” que “fuerza” la
S matematica....

Polos imaginarios /
puros.... Que pasacon la

ROC?



Transformadas de Laplace basicas (1)

Senal Transformada ROC
1 o+ joo st . o
x(t) = E o X(s)e" ds X(s)= Eﬂx(?)e dt
1
u(t) = Re{s}>
5
1
t u(t) — Re{s}>
<
o(t—1), 7=0 et Vs
—at (r) ]' R -
e U . - N
s+a eisi=-a
1
te”“u(t } >
e “u(t) +ay Re{s}>-a




Transformadas de Laplace basicas (2)

Senal Transformada ROC
T -
x(r) = E o X(s)e*ds X(s)= Eﬂx(?)e dt
S
7 5 }:::,
[cos(@,)u(?) ERp: Re{s}=0
{3}1
[sen(e,)]u(r) @ Re{s}=0
e " cos(a,t)u(t sTa A~
[e™ cos(a)u(r) o | Relsiea
[e™“ sen(e,t)|u(t) 4 Refgl>
’ ’ 1 (5_'_{?)2 +-ﬂ)11 E{ﬁ}a— -d
|
t"u(t) iil Re{s}>0

A




Ecuaciones diferenciales - Sistemas LT}

N k M m Ha
. . y que tener en cuenta las
(L d y(f) — b d T(?L) condicionesiniciales
Z k dtk j : L L
k=0 m=0
T. LAPLACE (BILATERA): (Si las condicionesiniciales son nulas, es lo mismo
bilaterao unllatera)
N
E ar. 5. E b?ﬂ gTrLX
k=0 m=0

N M
(Z akﬁ‘r“:) Y(s) = (Z b,_.nsm) X (s
k=0 m =0



Ecuaciones diferenciales - Sistemas LT}

T. LAPLACE (BILATERA):

N

Zake Z bns™ X (s

k=0 m=>

N M
(Z r:.nkﬁk) Y(s) = (Z b,_.nsm) X (s
k=0 m=0




Estabilidad de la salida de un sistema LTI

e La salida y(t) de un sistema LTI es estable (en
sentido causal, es decir “mirando hacia +Inf”)
si la salida y(t) no “explota”, no diverge a +Inf
o —Inf, cuando t tiende a +Inf.

 Unsistema LTI es estable (mirando hacia
+Inf”) si cuando la entrada x(t) es acotada, la
salida y(t) tambien sera acotada para todo los
t entre [t _inicial, +Inf), donde t_inicial valor

finito.



Estabilidad “mirando hacia +Inf”

h(t) =0 para t <0 (condicién de causalidad)
Int |h(t)| dt < Inf (condicidn de estabilidad)

 |os polos de H(s) tiene que tener sigma<=0

JW
A
La ROC sera hacia la derecha, dado que
estamosihablando de sistemas causales
“ >
>
N >
g

 H(s): Laplace de h(t)




Estabilidad de la salida de un sistema LTI

h(t) =0 para t <0 (condicién de causalidad)
Int | h(t)| dt < Inf (condicién de estabilidad)

Respecto a h(t):

S1 el sistema es causal »h(t)=0 para t<0,

7 | S1 el sistema es estable la respuesta al impulso es absolutamente
integrable, existe la transformada de Fourier., la ROC incluye el gje

-1jo en el plano s
[ Un sistema estable y causal deben tener todos los polos en el
semiplano 1zquierdo del plano s l

de H(s)

Esto vale para sistemas causalesy
anti-causales



Estabilidad de la salida de un sistema LTI

Para un sistema causal ...

V= @

v S0 hit)

s-plane



Estabilidad en el caso de anti-causalidad

* Jos polos de H(s) tiene que tener sigma>=0

Jw,

La ROC sera hacialaizquierda, dado que estamos
hablando de sistemas anti-causales

) Ry

<€

44
"

>
g

» Salida y(t) acotada “mirando hacia —Inf”




Ejemplo: Anti-transformar sin conocer la ROC

X()=—>=3 4 4D
(en este caso (s+1)(s—2) s+ 1 g — 2
estariamos 5 5
considerandola A= —3 and B = 3

bilatera....)

Pole-zero diagram

Jw
T here are three possible ROCs:
1. R{s} =2
Q E‘*;: :‘g: = 2. —1< R{s} <2
3. R{s} < —1
ROCs

TENEMOS 3 POSIBLES sefiales x(t) !!



Ejemplo: Anti-transformar sin conocer la ROC

Pole-zero diagram

4..;. l;":':'

Primera posibilidad:

Considerandola
IL_JanFi)II:’f(Sra esta G -~ -~
-3 -1 2 o
seria la unica
solucion....

.ﬁ:(::—):‘Q( - )+§( 12) for R{s} > 2

Esta senal NO 3 s+ 1 g —

tiene _
transformada de >»x(t) = ( Qc_t + %c:gf) u(t)

Fourier!!! 3




Ejemplo: Anti-transformar sin conocer la ROC

Pole-zero diagram
Segunda posibilidad: jw

& > >
-3

ROC

X(s) = _32 (Si 1) 42 (S i 2) for —1 < R{s} < 2

3
-2 5 Nota que esta
- () = U0 = S0 sl

diverge...
El integral de la Transformada Fourier tiene solucién, converge, Ia TF existe....




Ejemplo: Anti-transformar sin conocer la ROC

Tercera posibilidad:

Esta sefal NO
tiene
transformada de
Fourier!!!

X(s) =

Pole-zero diagram

Jw

w(D

oy

N 4
Q

ROC

3 () +3(29) o ma <

3 \s+1




Ejemplo: Anti-transformar
pero considerando la definicion de Laplace Unilatera

Problema 6.8 Y(s)— 35 +2

Encontrar la transformada inversa de Laplace de ()= 244545
3s 3s

X(s) = s+2 3s+2  Bis+B, . B =3:B,=2

244515 (5+27 4+ (s—a) + o,

X(5-—G6=® _ Goy .. _p_ 5 BarB
(s—a) '+, (-a)i+a, L i @y
X(s) = 3(s+2) N — 41 Seria “4 por...”
(s+2)+1° (s+2)°+I°
Ci(s—a)

C,e®" cos(aytu(r) < > 2
(s—a) +a,

2
C o,

C,e* sen(myt)u(t) «=— . 5
(s—a)” +a,

x(f) =3e > cos(t)u(t) — 4e” sen(t)u(t)




Otro Ejemplo

G.26. A signal xi(f) has Laplace transtorm X {s) as given below. Plot the poles and zeros in the s-plane

and determine the Fourier transform of @) without mverting X (=].

3
M ) 2 P .l_-l"-l—l
(a) X(s) = s ==r

Fol==7era Map

_ _ nap j

- s+ s —=7) ‘

..-l'l. |:-"‘” = - - - - nek

(s+ 3)(s + 2) :
Zeros at: oy nAr : T
n2rF o

poles at: -3, -2 = ‘
T Ok " " cerieend

E .
-naf -

nAar-
-ﬂ“ {_]i-.‘.-;..-l-:l —— ..-k I:‘]|J’=.’|"‘I (.G E i

D :
—w* + 1 —nApk -

—we - 549w+ 6
lll 1'- 3 -] R 2 15 i 0.5 ﬁ_



Otro Ejemplo

6.27. Determine the bilateral Laplace transtorm and ROC for the following signals:

(a) z(t) = e *u(t + 2)

X(s) = / z(t)e~*t dt

= / e tu(t+ 2)e* dt

- X

-
= / e~ t(1+3) gy
2

1458
ROC: Re(s) > -1




Otro Ejemplo

6.28. Determine the unilateral Laplace transform of the tollowing signals nsing the defining equation:

[ ] I'Iﬁ Hi]l“:u-'nf:'

X(s) = / — (et _ gmiwety st gy
L]

- 2

1 B 3 _ .. _
— / i “:__,’I«.l.’u J:lj f!{“ - [ q Ill:_"jd-rl'_l+J.'|:| {"Trg
J..r' JO- JO-

| —1 |

EJ _jw'.r; — 8 __,"u';.a} + S




Otro Ejemplo

G.30. Use the basic Laplace transtorms and the Laplace transtorm properties given in Tables 1.1 and

1.2 to determme the time signal= comresponding to the following unilateral Laplace transtorms:

W s o |
I:I‘}.-l X \5) ! ds (m)

. 1 .I'_“
Als) 511 —  alt) =te fHI:."]
ood Lu . - Iy
B(s) = =—=A(s) «——— bit) = —talt) = —t*e " ult)
”l.'-i
'r:h

X(s)=¢2B(s) ——— 2()=bt-2) = —(t —2)%e Dyt -2



Otro Ejemplo

'll.'ll 23

6.32. Given the transform pair »(t) ——— s7ry. wWhere 2(t) = U for £ < 0, determine the Laplace

transtorm of the following time signals:

(a) x(3t) +(3t) - %x{l.
iy L
fis
s2 | 18
@) etel) S x(ean - 2t




Otro Ejemplo

" Ly El oo B ®
.33, Use the s-domain shift property and the transtorm pair e *fu(t) _H_}_ﬁ to derive the

unilateral Laplace transform of #(#) = e coslwit jult).

L 1
, ’ . a1
e Tu(t) —
s
o (f) e ot cos{wq f)ult)
|

. s e (f juwq L ¢ _;,ﬂl.')””wll

2
Using the s-domain shift property:

| 1 1 1
Xis) = - — t - .
| 2\(s—jw)+a (s+jur)+a

| 2(5 4+ a)
2(s+a }2 W
(s +a)

7

(s 4+ a)? + w?

1

T
1




Otros Ejemplos
6.35. Determine the initial value x(0+) given the following Laplace transforms X (s):

' Vel — o—28 6Ba-+s
(c) X(s) =1 s P

s

- - o GHE 4 8°
r(0t) = lim sX(s) = ¢ % =
rl ) i .lx A (s) i 5 e

6.36. Determine the final value x( ~) given the following Laplace transforms X{s):

(h) X(s) = i —

. e s + 2 ‘
p(oc) = msX(s)= Gooe i1 °

P -



Otro Ejemplo

6.7, Use the method of partial fractions to find the time signals corresponding to the following -

lateral Laplace transforms:

1 VoY 2a2 +10s411
[-h-'l X \§) = a4 4 5at6

2s% 4 10s 411 1
s2 0546 - (s +2)(s+ 3)
1 A N B
(s 4+ 2)(s+ 3) s+2 s43
0 = A+ B
1 = 3A+2B
1 1
s+3
e ult)

-
£,
i
I
ko

s

x(t) = 20(t)

'++



Ejemplo: encontrar respuesta al impulso

 Ejemplo:

(1) + 39(t) + 2y(t) = 20:() + (1)

(con cond. Iniciales nulas)

Polinomio caracteristico

24+ 354+2=0

Las raices son -1, -2, entonces:

Yo(t) = Ae™ " + Be



Ejemplo: respuesta al impulso

e Queremos resolver:

G(t) + 39(t) + 2y(t) = 25(t) + 6(¢)

con cond. Iniciales nulas



Con Laplace

Unilatera o bilatera no importa, porque las condiciones
iniciales son nulas:

s2Y (5) + 3sY (s) +2Y(s) = 2s + 1

(s +3s+2)H(s) =25+ 1

2s + 1
s2 4+ 35+ 2




Con Laplace

Tenemos que anti-trasformar

2s + 1 A B

H(s) — _ |
(5) s24+3s+2 s+1 s+2

 A(s+2)+B(s+1)

His) = (s 4+ 1)(s + 2)
 (A+B)s+2A+B
H{s) = (s +1)(s+2)
A+ B =2 A=—1

2A+ B =1 B =3



Con Laplace

Tenemos que anti-trasformar

—1 3

He) =50 T 6+

Considerando solo seiales causales, obtenemos:

h(t) = —e fu(t) + 3e " u(t)

h(t)=—e"+3e% >0



Otro Ejemplo

G.38. Determine the foreed and natural responses for the LTT systems deseribed by the following dif-

ferential equations with the specified mpnt and mitial conditions:

(b} ﬁ%”“-n } ﬁ:‘!.‘:-_u[.f] Gyl ) lr(t) 3&:—.;'&?‘]_ y(0~) 1. %_.',r[f:ll _g- =9, x(t) = e tult)
1l'i)lrglr{['” o |- 5 (—4 '1)1
58 I8 V) —o4+854+H = — ] = ) ) —
L } 1]
-1 8
Y(s) . — . } H.
' (s +1Ms+2¥s+3) (s+2)(s+ 3)
Y/(s) 4+ Y"(s)
—(1.5 - 2.5
ﬁ‘ff“..;:. = - + - il j‘
' g4 1 = - 2 5 4 3
.qf[#'jl — (-—{_I.-'u L _ 9o 2 |- 2.5¢ :“] wlt)
—2 3
Y'(s) = + —



Otro Ejemplo

G.41. Determine the bilateral Laplace transtorm and the corresponding ROC for the following signals:

(b) x(#) = et cos(28)u( —t) + e tult) + et/ 2u(t)

X(s) = i + : + : LOE -
Als _|:_-..; 1]2 | s 41 H—% ROC: (0.5 < H{_1|:3-.,} e |
(c) z(t) = 3 Ou(t + 3)
x(t) e 3“+Ejfr|:f + 3)
L
a(t) = eMuft) — A(s) = - 1~;
bit) = alt + 3) — B(s) = > A(s) = &* |
§— 3
% !3[-?*---]]
Als) =

ROC: Re(s) = 3



Otro Ejemplo

6.43. Use the method of partial fractions to determine the time signals corresponding to the following

bilateral Laplace transforms:

Viel — _ 487 48a410 i 2 2(s+1) -2
“)) ‘\(b)  (a42)(s%42845) X(s) = g4+2 + (s + 1)2 4 22 + (54 1)2 4 22
(1) with ROC Re(s) < —2 (left-sided)
x(t) = (-2¢% —2¢ *cos(2t) + e *sin(2t)) u(—t)

(11) with ROC Re(s) > —1 (right-sided)
B(l) = (21-_2' + 2¢ " cos(2t) — ¢ _"sin('l‘f)) w(t)
(111) with ROC -2 < Re(s) < —1 (two sided)

z(t) = 2e%u(t)+ (—2e7"cos(2t) + et sin(2t)) u(—t)



Otro Ejemplo

G.45. A srstem has transter function H (=) as given below. Determine the mnpnilse response assiming

1) that the system 1= cansal. and (1) that the system 1s stable,

£y R 252 1252 Y ‘

(a) His) = "j;f g H(s) = 24 |
' ' = s 41 g — 1]
(1) system 1s cansal hit) 26(t) + (e + €' ) u(t)

(11) system 1s stable hit) = 26(t) + e tult) + —etu(—t)



Otro Ejemplo

G.47. The relationship between the input z(# ) and output g(t) of a cansal system 15 described by the
ditferential equation given below. Use Laplace transtorms to deternmime the transfer function and mnpulse

response of the svstermn.

(b ) -j[-}.',rljf'p + 0 "T.';H} + Gy(t) = x(t) + jf,—,r[#j

}Ii"1||*'1 +J~1—|—bi

|
-
p—
- -
—
+
)

His) =

|
_|_

|
—
I;..'..-
e
| &
e -
bo
e
—
oy
e

fa(t)



Otro Ejemplo

6.48. Determine a differential equation description for a system with the following transfer function

2(a—2)

(c) His) = CES LI EE))

}.iﬁ)(sg 1‘552 +7s+3) = Y7>J(352 + 6s 4 3)

d () + 5 d- ()4 4 (1) + 3uyl(t) d 1) — 4x(t)
dt?’ an” —)11 79\ E it I\t) g (ff | AL



