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Introduccién

La Transformada de Laplace

Introduccion

@ La TF es una herramienta muy util para el estudio de los SLIT. Partiamos de que
las exponenciales eS! son autofunciones, y la TF se obtenia para s = jw.

@ Ahora bien, hay casos en los que es posible hacer un estudio mas general de
ciertos sistemas partiendo de s = o + jw. Una de las principales aplicaciones es
el analisis de las condiciones de estabilidad de los SLIT.

@ La Transformada de Laplace es una generalizacion de la Transformada de Fourier.

@ Aplicaciones: estudio de estabilidad en sistemas realimentados, disefio de filtros,
transformacién de ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas.

Definicion de la Transformada de Laplace

@ Larespuesta de un SLIT con respuesta al impulso h(t) a x(t) = et es
y(t) = H(s)e®, donde H(s) = [*°_ h(t)e~S'dt.

@ Para valores generales de s, H(s) se conoce como Transformada de Laplace de
la respuesta al impulso h(t). La TL de una sefal general x(t) se define como:

X2 [~ xestd x() T X(s)

—o0
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La Transformada de Laplace

Transformada de Laplace y Transformada de Fourier

@ Engeneral, s = o + jw. Cuando s = jw, la TL nos da la TF,
X(8)|s=jus = X(jw)

@ Para el caso general, podemos relacionar la TL y la TF como sigue:

oo

X(O’ +/w) = / X(t)e_(0'+iu1)tdt :/ (X(t)e—o't) e—ju[dt

es decir, la TL de x(t) es la TF de x(t)e~“L.

@ Sea la sefial x(t) = e~ u(t). Habiamos visto que su TF converge para a > 0, y

es X(jw) = -

1

X(s)= [ e au(tyestat = /oo e~ (THAlgmiwlgr — —_
(= etu(n / N Y

—oo

1
x(t) = e®u(t) 15 X(s) = con Re(s) > —a
(1) (1) (s) sra (s)

/32



La Transformada de Laplace
00®000

Introduccién

La Transformada de Laplace

@ Sea la sefial x(t) = —e~2 u(—t). Su TL se obtiene como sigue:

1

oo 0
X(s) = — e Ay(—t)e Stdt = —/ e (sta)tgr — —
(== e o (o+a<0) 543

1
x(t) = —e~2u(—t) 15 X(s) = ——, con Re(s) < —a
(1) (=1) (s) sra (s)

Region de convergencia

@ Asi como la TF no converge para todas las
senales, la TL puede converger para o
algunos valores de Re(s) pero no para | .
otros. Para o = 0, la TL nos da la TF, si es
que existe.

@ Definimos la ROC (region of convergence)
como los valores de s para los cuales la
TL converge.

Planc s Plano s

@ N ©
Figura 9.1 (2) ROC del cjemplo 9.1; (b) ROC el efemple 9.2
@ La expresion de la TL en ambos ejemplos

es la misma, pero la ROC es diferente.
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La Transformada de Laplace

@ Sea la sefial x(t) = 3e—2u(t) — 2e~tu(t).
@ Su TL se obtiene utilizando los ejemplos anteriores:

X(s) = /_ o:o (3ef2f - 2e*f) u(t)e=Stdt =

3 _ 2
s+2 s+1

:3/ 3e*2’u(t)e*5tdt72/ 2e~tu(t)eSldt =
— 00 — 00

teniendo en cuenta que para que cada integral converja, es necesario que
Re(s) > —1y Re(s) > —2. Han de cumplirse ambas, por tanto:

3 2
— ——, con Re(s) > —1
s+2 s+1 (s)

@ Demostrar que

x(t) = 3e~2tu(t) — 2e~tu(t) 5

252 +ts+ 12

_ =D _ TL
x(t) = e~2'u(t) + e~ cos(3t)u(t) — #1251 10)(512)

con Re(s) > —1
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La Transformada de Laplace

Plano s

Re

Plano s

Figura 9.2 Representacion e
plano s de las transformadas de La
para (a) el ejemplo 9.3y (b) el eje
9.4. Cada "x” en estas figuras

ubicacion de un polo de la transfor
de Laplace correspondiente, es degl
raiz del denominador. De manera Sl
lar, cada marca “o” indica un C&rd
® ralz de! numerador. La region som

da indica la ROC
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TL racionales

@ En los ejemplos anteriores, X(s) = % es una expresion racional, lo que

sucedera cuando x(t) sea combinacion lineal de exponenciales reales y
complejas. También los SLIT especificados mediante EDOs seran racionales.

@ Salvo un factor de escala, marcar las raices del numerador (ceros) y del
denominador (polos) en la ROC determina la TL, siempre que incluyamos la
ROC: diagrama de polos y ceros.

@ Si el orden del numerador es diferente que el orden del denominador, el sistema
tendra polos o ceros en el infinito.

@ Demostrar que

(s—1)

m, con Re(s) > 2

x(t) = (1) — ge*’u(t) + %eru(t) o,
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Region de convergencia

Region de convergencia

Propiedades de la ROC (1)

@ Propiedad 1. La ROC de X(s) consiste en bandas paralelas al eje jw del plano s.

@ Esto se debe a que la ROC de la TL son los valores de s para los que la TF de x(t)e~°!
es absolutamente integrable, esto es, [ [x(t)|e=dt < oo.

@ Propiedad 2. Para TL racionales, la ROC no contiene ningin polo.

@ Propiedad 3. Si x(t) es de duracién finita y absolutamente integrable, entonces la
ROC es el plano s completo.

@ Propiedad 4. Si x(t) es una sefial a derechas (x(t) = 0 para t < Ty), y silalinea
Re(s) = og esta en la ROC, entonces todos los valores de s para los que
Re(s) > op estéan en la ROC.

@ Propiedad 5. Si x(t) es una sefial a izquierdas (x(t) = O parat > Ty), y silalinea
Re(s) = oy esta en la ROC, entonces todos los valores de s para los que
Re(s) < og estan en la ROC.

@ Propiedad 5. Si x(t) es una sefal bilateral, y si la linea Re(s) = og estéd en la
ROC, entonces la ROC consistira en una banda de s que incluye la linea
He(s) = 0p.
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Region de convergencia

Propiedades de la ROC (Il)

s

\ et Xl

Figura 9.7  Six(f) es derecha'y.
x(t)e~ ! es absolutamente integrable,
entonces x(t)e~, o1 > oy también
absolutamente integrable.

Xglt)

(1)

T T T B
® ©

Figura 9.9  Seial bilateral dividida en la suma de una sefial derecha y una lzquierda

(a) soffa bilateral x(9; (b} la sehal derecha igual a x() para t > Ty e igual a 0 para { <t T,

i E < T > s 9.10 (1) AC 6 xd nla g 99, ) ROC o (o'

(¢} Ia seffal izquierda igual a x(f) para t < To ¢ igual a 0 para t > T, a1 WHEwutmnss DRt mE
)
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Region de convergencia

Propiedades de la ROC (lll)

@ Demostracion de la Propiedad 3. Supongamos que x(t) es absolutamente
integrable, sz |x(t)|dt = kx < co. Para que s = o + jw esté en la ROC, x(t)e~°!
ha de ser absutamente integrable, esto es,

T2
[ = / |X(1‘)|ef‘ﬂdf < o0
Tq

Para o = 0 se cumple que / < k. Para o > 0, hacemos T = max(Ty, T2), y para
o < 0 hacemos T = min(T;, T2). En ambos casos:

T2
1< / Ix(t)e=?Tdt = e~ Thky < 0
T
Por tanto, la ROC es todo el plano s.

@ Demostracion de la Propiedad 4. Sabemos que f7‘?1° |x(t)|e~0lat = kg < oco.
Como o1 > o, tenemos que:

o0 oo
/ Ix(t)] e~ dt :/ Ix(1)|e~“0te~(e1=o0t gt < g=(e1=00T1
T T
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Region de convergencia

@ Demostrar que la ROC de x(t) = e~ es el plano s.

@ Encontrar el diagrama de polos y ceros de x(t) = e~ ?I!l: (a) para b > 0; (b) para
b <0.

| A\

@ Sea X(s) = m con el patrén de polos

y ceros mostrado en la figura.
@ Las senales en los paneles (c) y (d) no tienen
TF, ¢por qué?

@

Figura 9.13  (a) Patrin de polos y ceros el jemplo 9.5; (b) ROC corrs-
pondients a una sscusncia derecha; (c) ROG correspondiente a una secuencia
izquierda; (¢) ROC carrespondiente a una secuenca biatoral
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Transformada inversa de Laplace

@ La TL de x(t) es la TF de x(t)e~°! para los valores de s en la ROC:
X+ = [~ (xe ) evletat
—oo
@ Podemos invertir esta relacién utilizando la transformada inversa de Fourier:
x(He 7t = / X(o + jw)e™ldw = x(t) / X(o + jw)el7H ) g,

@ Asi, para recuperar x(t) integramos su TL en una region con o fija (cualquiera,
siempre que esté en la ROC) y para todo w.

@ Haciendo el cambio de variable s = o + jw y teniendo en cuenta que o es
constante, ds = jdw, y obtenemos la transformada inversa de Laplace:

1 o+jw
X = 5o / X(s)eds
7] Jo—jw

@ Asi, x(t) puede verse como una suma ponderada de exponenciales complejas.

@ Para transformadas racionales (son las que vemos aqui), utilizamos expansion en
fracciones parciales.
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Transformada inversa de Laplace

@ Suponiendo todos los polos de orden 1y que el orden del polinomio del
denominador es mayor que el del numerador,

X(s)=>_ stz

i=1

@ A partir de la ROC de X(s) se puede inferir la ROC de cada término individual.
@ Hay dos posibilidades:

@ SilaROC esta a la derecha del polo en s = —a;, la TIL del término es a derechas,
A,ve’ai'u(t).

@ Sila ROC esta a la izquierda del polo en s = —a;, la TIL del término es a derechas,
—Ae aitu(—t).

@ Obtener la TIL de X(s) = m para Re(s) > —1.

@ Obtener la TIL de X(s) = m para Re(s) < —2.

o Obtener la TIL de X(S) = (zrrsyz)» Para —2 < Re(s) < —1.
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Evaluacion aproximada de la TF segun la TL

@ El efecto que tienen los polos (ceros) de la TL es aumentar (disminuir) el médulo
de la TF (mas cuanto mas cerca esta el polo del gje jw.

@ Sistemas de orden 1, dados por un polo (cero)ens = —2yens= —1.

Polo en s=2 Polo en s=2 Ceroens=2 Cero en s=-2
L, 50
40 ‘
=30
Z20

0 5
Ceroen s=1 Ceroens=-1

40 30
- 30‘ ‘ 2
z20 w2
=10 =1
=10
4 :
U Ry 0

2 4 2 0 2 ] 0 5
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Tabla de propiedades de la

TABLA 9.1 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACGE
Transformada de
Seccién Propiedad Seiial Laplace ROC
x() X(s) R
x,(2) Xi(s) R,
xa(0) X,(s) R
95.1 Linealidad axy(t) + bx,(t) | aX,(s) + bXy(s) | Atmenos R N R,
952 Desplazamiento en tiempo| x(t — &) e " X(s) R
953 Desplazamiento en el ex(f) X(s — s0) Version desplazada de R (es
dominio de s decir, s estd en la ROC si
1 s 5 — soestien R)
954 Escalamiento en tiempo x(ar) . (*) ROC escalada (es decir, s estd
la[*"\a enla ROC si sla csté en R)
955 Conjugacién X0 X6 R
95.6 Convoluci6n X, (1) * x,(1) X, (s)X,(s) Almenos R N R;
9.5.7 Diferenciacion en el -d-x(t) sX(s) Al menos R
dominio del tiempo i
d
9.5.8 Diferenciaci6n en el —tx(f) 55 X(s) R
dominio de s 2
.
1
959 Integracién en el dominio f x(n)d(7) =X(s) Al menos R 1M [Refs] > 0}
J del tiempo e s
Teoremas del valor inicial y final
9510  Six(f)=0parat< 0y x(r) no contiene impulsos o funciones singulares de orden superior en ¢ = 0, entonces
x(0%) = lim sX(s)
=
}Lxg x(f) = 1JliTlo sX(s)

o+ 17/32
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Propiedades de la TL

© Linealidad. Calcule la TF de x(t) = x1(t) — xx(t), donde Xi(s) = 517 para
Re(s) > —1y Xa(s) = (HJW para Re(s) > —1. Compare la ROC con las
ROCs de las sefales de partida.

@ Diferenciacién en s. Obtener la TL de x(t) = te—2 u(t) partiendo de la TL de
r(t) = e~3u(t) y de la propiedad de diferenciacion.

@ Obtener la TIL de

2s2 +55+5

XO= v trG o

con Re(s) > —1

@ Teoremas de valor inicial y final. Comprobar ambos teoremas para:

28% +ts + 12
(2 +2s5+10)(s+2)’

x(t) = e~2tu(t) + e~ cos(3t)u(t) 1= con Re(s) > —1
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Algunos pares de T

TABLA 9.2 TRANSFORMADAS DE LAPLACE DE FUNCIONES ELEMENTAL
Par de
transformadas Sefial Transformada ROC
1 (0 1 Toda s
2 u(t) % Rels} >0
3 —u(—t) i Refs} < 0.

i 1
4 e 1“ —u(t) - Refs} =0

1
5 (n oy T yu(—1) = Rels} <0
6 e “u(n) %
7 —e”*u(~1)
-t
8 w-1 e~ u(l)
[ —ar
9 = me u(—1)
10 o~ T)
1 [cos wyt] () = f =
12 [sen ] u(t) = i’“ﬂ :
13 e~ cos ] ut) ﬁr
14 e~ sen agf] u(z) (s_+u-‘)?ﬁ)?
15 u,(t) = d"a(z) g
16 u_ () = ult) * -+ ) Ai,,
nvoces
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Analisis de SLIT con TL

Propiedades de SLIT mediante TL

@ A partir de la propiedad de convolucién, tenemos que Y(s) = H(s)X(s).
@ Causalidad. La ROC de la funcién del sistema para un sistema causal es el
semiplano derecho.

@ Notese que el reciproco no es cierto: un semiplano derecho en la ROC no garantiza
causalidad, solo que la respuesta al impulso es a derechas.

@ Para un sistema con funcién del sistema racional, causalidad equivale a que la ROC sea
el semiplano derecho mas all& del polo més a la derecha.

@ Estabilidad. Un SLIT es estable si y solo si la ROC de su funcion del sistema
contiene el eje jw.

@ Un sistema causal con H(s) racional es estable si y solo si todos sus polos tienen
parte real negativa.

@ Sea el sistema dado por h(t) = e~!u(t). Estudiar su causalidad a partir de H(s).
@ Sea el sistema dado por h(t) = e~ I!l. Estudiar su causalidad a partir de H(s).

@ Estudiar la causalidad del sistema dado por H(s) = % con Re(s) > —1.

@ Sea el SLIT dado por H(s) = m Encontrar la ROC y la respuesta al
impulso cuando el sistema es: (a) causal; (b) estable; (c) anticausal y no estable.
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Analisis de SLIT con TL

SLIT caracterizados por EDOs

@ Los SLIT caracterizados por EDOs tienen la forma general:

N M

Zak dky(t) _ Zbl d'y(t)

k I
= dt = dt

@ Aplicando la TL en ambos miembros y usando linealidad y diferenciacion:

N M M /
K _ | _Y(s)  Xiobis
gaks Y(s) = ;b/s X(s) = H(s) = X(5) = SN, apsk

@ Por tanto, los ceros (polos) son las raices del numerador (denominador).
@ Para inferir la ROC necesitamos conocer la causalidad o la estabilidad.

@ Encuentre la TL y la respuesta al impulso del SLIT caracterizado por:

dy(t) _
7 aF 3y(t) = X(t)
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Analisis de SLIT con TL

@ Un circuito en reposo inicial esta definido por la

ecuacion: R .
ay(t) Py(t) o' o=y
RC——*~ +LC t) = x(t -
T LCe Tyt = x()
Encontrar su funcion de transferencia, analizar Figura 9.27  Ciruitosars ALC.

su estabilidad en funcion de R, Ly C, y
encontrar su respuesta al impulso.

@ Sabiendo que un SLIT responde a x(t) = e~3tu(t) con y(t) = (e~! — e=2") u(t),
encontrar su funcién del sistema y analizar sus propiedades. Encontrar la EDO
que caracteriza al sistema.

@ Encontrar H(s) para un SLIT sabiendo que:

@ Elsistema es causal.
Q H(s) es racional y tiene solo dos polos (s = —2y s = 4).
Six(t) = 1 entonces y(t) = 0.

o
Q h(0") =

23/32



Andlisis de SLIT con TL
[oeTe] Tole}

Analisis de SLIT con TL

@ Sea un SLIT estable y causal, con h(t) y H(s). Sabemos que H(s) es racional,
tiene un polo en s = —2 y no tiene un cero en el origen. Determinar si los
siguientes enunciados son ciertos, falsos, o no tenemos suficiente informacion:

0 La TF de h(t)e* converge.
Q [>=_h(t)dt = 0.

© th(t) es la respuesta al impulso de un sistema causal y estable.
dh(t)/dt contiene al menos un polo en su TL.

o
Q h(t tlene duracion finita.
QH
Q

= H(-s).
I/msﬁooH(s) =2
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Analisis de asociacion de SLIT

@ Sidos SLIT se interconectan en paralelo:
h(t) = hi(t) + ha(t) = H(s) = Hi(S) + Ha(8)
@ Sidos SLIT se interconectan en serie:
h(t) = hi(t) * ho(t) = H(S) = Hy(S)Ha(s)
@ Sidos SLIT se interconectan de forma realimentada:
Y(s) = Hi(S)E(s); E(s) = X(s) — Z(s); Z(s) = Ha(s)Y(s)

_Y(s) _ Hi(s)

Y(s) = Hi(s) (X(s) — Ha(s) Y (s)) = H(s) = X(s) 1+ Hi(s)Ha(s)

—> y(1)

Figura 9.31  Interconexi
(@ retroalimentada de dos sistefnas|
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Analisis de SLIT con TL

@ Sea el SLIT caracterizado por:

dy(l‘)

+3y(t) = x(1)

Dar un diagrama de bloques que utilice realimentacion y obtener su TL.
@ Sea un SLIT causal caracterizado por:

s+2 (1

H(s) =

s+3 +3)(S+2)

Dar una representacién en diagrama de bloques mediante la conexion en serie de
dos subsistemas. Dar una representacion alternativa en la que no se derive
explicitamente la sefal.
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La TL unilateral

@ La TL unilateral es especialmente Util en el andlisis de sistemas causales, y
también en los sistemas especificados por EDOs que no estan en reposo inicial.

@ La TLU de x(t) se define como:

Xu(s) 2 /;O x(t)e~Stdt

@ Incluimos cualquier impulso o singularidad en el origen de tiempos. No depende
del pasado, pero si del estado inicial.

@ Dos senales diferentes para t < 0 e idénticas para t > 0 tendran diferentes TL
pero idénticas TLU.

@ Toda sefial nula para t < 0 tiene idénticas TL y TLU.
@ La ROC para una TLU debe ser siempre un semiplano derecho.

Cuestiones

t”1

o Calcule la TLU de x(t) = ¢y~ aty(t).
@ Calcule la TLy la TLU de x(t) = e~ a(t+u(t+1),
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Propiedades de la TLU

TABLA 9.3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA UNILATERAL DE LAPLAGE

Propiedad Seiial ‘Fransformada unilateral de Laplace
X X (s)
x(f) (s
x,(1) ls)
Linealidad axy(f) + bxy(f) axy(s) + b9 (s)
Desplazamiento en el dominio | e%x(f) s — 50)
s
/0
Bscilies e Genps ), @ %x{;‘r] @ La ROC es siempre
\/ X
Conjugacion < () o) el semiplano
Convolucién (suponiendo que | x,(7) * x;(r) %405 9 (5) derecho.
(f) v xa(f) son cero para
1<0) @ Cuando tenemos
Diferenciacién en el dominio ix(,) s9(s) — x(07) SLIT causales, son
e tempe “ validos los
Diferenciacion en el dominio | —tx(t) 4 o) resultados de la TL.
le s ds
Integracién en el dominio det | [*  y 5 1,
misgcin e s i gt | (* Loy

‘Teoremas del valor inicial y final

Si x() no contiene impulsos o funciones singulares de orden superior en ¢ = 0, entonces
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Propiedades de la TLU

@ Notese que la propiedad de convolucion se aplica sélo si x1(t) y x2(t) son nulas
parat < 0.

@ Una diferencia importante es la propiedad de diferenciacion. Sean x(t) y Xu(s).
Integrando por partes, puede verse que la TLU de z(t) = x/(t) es:

Zu(s) = / - d);(tt) e = x(t)e S| + s/ cox(t)e—5tat = sXu(s) — x(0~)
0— 0—
@ Aplicando de nuevo los mismos pasos, la TLU de s(t) = x”/(t) es:
Su(s) = s2Xu(s) — sx(0~) — x'(07)
@ Sea un sistema caracterizado por y’(t) + 3y’(t) + 2y(t) = x(t), con condiciones

iniciales y(0~) = B, y’(0~) = ~. Sea la entrada dada por x(t) = au(t).
Encontrar la TLU de y(t) y calcular la salida para o = 2,8 = 3,7 = —5.
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Para seguir aprendiendo

@ Capitulo 9. Senales y sistemas. A. V. Oppenheim, A.S. Willsky. Pearson
Educacion. 1997, 22 edicion.

@ Salvo el apartado 9.4.

Para hacer mas problemas

@ Los siguientes problemas pueden hacerse adicionalmente a los del boletin:

@ Basicos con respuestas: 9.1, 9.2, 9.3, 9.4, 9.5, 9.6, 9.7, 9.8, 9.9, 9.12, 9.13, 9.14, 9.15,
9.16,9.17, 9.19, 9.20.

V.

@ Varias de las figuras de este material han sido tomadas del libro de Oppenheim. Se ha mantenido en casi
todas la numeracion original para facilitar su localizacién en el texto y la identificacion de los nicleos
tematicos correspondientes.
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