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La ley normal
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Propiedades bdasicas

@ También conocida como ley de Laplace-Gauss

@ Desempeiia un papel esencial en

o La teoria y la practica de la estadistica
o La teoria de la probabilidad (teoremas limite)

@ Una v. a.Y se distribuye seglin la ley normal de pardmetros p
y 0, Y ~ N(u,o), cuando su pdf es

1 _ 2

dondepcRyo >0



La ley normal
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Propiedades bdasicas
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Figura: Grafica de la funcién de densidad de N(u, o).
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Propiedades bdasicas

@ Podemos comprobar que:

@ f(y) es simétrica respecto del eje y =

@ La gréfica de f(y) presenta un mdximo en (,u, ﬁ)

© La gréfica de f(y) presenta puntos de inflexién en
oy = n—0o
°oy=pto

@ f(y) > 0 para todo valor de y

o f]R fly)dy =1



La ley normal
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Propiedades bdasicas

@ Es interesante observar que:

@ Variar el valor del pardmetro p equivale a variar la posicién de
la campana sin variar su forma

@ Variar el valor del pardmetro o implica variar la forma de la
curva pero no afecta a la posicién

@ Estos efectos son razonables, ya que
E(Y) = /Ryf(y)dy = p

V(y) = /R (v — w)2F(y)dy = o2
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Propiedades bdasicas

Valores de uso frecuente:
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Figura: Grafica de la funcién de densidad de N(u, o).



La ley normal
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Propiedades bdasicas

@ Sea Y el contenido en cm?® de unas botellas rellenadas por un
cierto proceso, donde Y ~ N(200, 10)

o El 96 % de las botellas estard entre p + 20, ie., entre 180 y
220 cm®
@ Si otra maquina rellenase botellas con ;=200 y 0 = 4cm?®

e El mismo porcentaje de botellas tendrian contenidos entre 192
y 208 cm3
e Es una poblacién mas homogénea
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Figura: Grafica de la funcién de densidad de N(u, o).

@ En p + 40 se encontrard el 99.994 % de la poblacién

@ Un intervalo de 80 centrado en i comprenderd practicamente
a todos los individuos de la poblacién

@ 80 recibe el nombre de capacidad o tolerancia intrinseca de
una mdquina
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Propiedades bdasicas

@ Una gran utilidad de la ley normal en la prictica esta ligada a
la teoria de los errores de medida
@ Parece razonable suponer que los errores de medida en un
instrumento sean
o Simétricos
o Centrados en el valor 0

o Tales que la probabilidad de cometer un error sea inversamente
proporcional a la magnitud del error



La ley normal
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Propiedades bdasicas

@ Otra gran utilidad de la ley normal es consecuencia del
teorema central del limite

La suma de un nimero no muy pequeiio de v.a.
independientes idénticamente distribuidas, en condiciones muy
generales, se distribuye segtin la ley normal

@ La variabilidad en procesos en estado de control se puede
representar en muchas ocasiones por medio de la ley normal



La ley normal
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Funcion de distribucion

@ La funcién de distribucién de la ley normal es

y

F(y) :/ F()dt

—0o0

@ Pero f(t) no tiene funcidn primitiva, no existe expresion
analitica para F(y)

e F(y) aparece en forma de tablas o programada en
calculadoras y softwares



La ley normal
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Funcion de distribucion

@ Las tablas recogen la funcién de distribucién de N(0, 1),
también conocida como ley normal estandar, y cuya densidad
se obtiene haciendo y =0y o =1:

22

1
exp [—} para — o0 < z < 00

V2r

o(z) = :

@ Mediante esta tabla es posible extrapolar a una ley normal
genérica N(p, o)
@ Basta usar el cambio de variable
Y —
z= a

g




La ley normal
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Funcion de distribucion

o La ley normal también resulta util para abordar en condiciones
asintdticas otras distribuciones de probabilidad

e t-Student
o Ley binomial
o Ley de Chi-cuadrado

e SiY;,i=1,2,...,n, son variables aleatorias independientes
con Y; ~ N(uj,0;) y aj son constantes reales

Za,-Y,-NN(u,a) COHM:ZQIMIYU:\/ﬂ
i i i
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La ley binomial
[o] le]e}

Propiedades bdasicas

@ Una v. a. X sigue la ley binomial X ~ B(n, p) cuando se
cumple
@ Se realizan n experimentos independientes

@ Para cada experimento sélo hay dos sucesos posibles: Ay A
© La probabilidad de que ocurra A es constante

e p=P(A) _
e g=1-—p=P(A)

@ X es el nimero de veces que ocurre A en los n experimentos



La ley binomial
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Propiedades bdasicas

o La distribucién de probabilidad binomial es

P(X =x) = <Z>px(1 —p)" X parax=1,2,...,n

donde (;) es el nimero de combinaciones sin repeticidn de
orden x entre n elementos y su valor es

@ La funcidn de distribucién es

X

PX<x) =Y (?)F,j(l oy

Jj=0



La ley binomial
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Propiedades bdasicas

o La esperanza y la varianza de una v.a. binomial de pardmetros
ny pson
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La ley de Poisson
Oeo

Propiedades bdasicas

@ La ley de Poisson, P()), se interpreta desde dos puntos de

vista
e Como limite de la ley binomial cuando
— n— 00
— p—0

— np = A, siendo A el valor esperado

e Como ley que rige el proceso estocdstico conocido como
proceso de Poisson



La ley de Poisson
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Propiedades bdasicas

@ Probabilidad de que en un proceso de Poisson ocurran
exactamente x sucesos durante un intervalo de tiempo (0, t)

P(X = x) = e—”@, x=0,1,2,...
X!

Distribucién de Poisson
de parametro At, X ~ P(\t)

@ )\ es el nimero medio de sucesos por unidad de tiempo
@ La ley de Poisson se caracterizada por un Unico parametro «
e Si X ~P(a), entonces E(X)=ay V(X)=«a
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Distribucion de estadisticos en muestras

aleatorias simples de poblaciones normales




Distribucién de estadisticos en muestras aleatorias simples de poblaciones no
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Muestras aleatorias simples (m. a. s.)

@ Una m.a.s. es aquella en la que todo elemento de la poblacién
tiene la misma probabilidad de ser escogido para formar parte
de la muestra

@ (Y1,Y2,...,Y,) esuna mas. de unav. a. Y siy sélo si:

Q Lasva. Y, i=1,2,...,n, son independientes
Q Y. ~f(y),i=1,2,...,ndonde f(y) es la pdf de Y
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Muestras aleatorias simples (m. a. s.)

@ Sea (Y1,Y2,...,Y,) unamas. de Y

@ Los estadisticos muestrales mas utilizados son

Y = Z’Zly' Media muestral

n )2
" (Y;i-Y .
S? = iz '1 ) Cuasivarianza muestral
n_

@ Tanto Y como S2 son variables aleatorias

@ Queremos encontrar las pdfs de Y y de S? en m.a.s. de
poblaciones normales



Distribucién de estadisticos en muestras aleatorias simples de poblaciones no
[e]ele] le]e]

Distribucién de Y (02 conocida)

@ Sea (Y1,Y2,...,Y,) unamas.de Y ~ N(u,0)
o Dado que Y =Y, Yi/n se tiene que

@ La distribucién de Y serd normal por ser una combinacién
lineal de v.a. normales

Q@ E(Y)= XL E(V)=(utput - +p)=p

Q@ V(YY) =137 V(Y)) =L+ 0% +---+0%) = Z por ser
Y; v.a. independientes

@ En consecuencia



Distribucién de estadisticos en muestras aleatorias simples de poblaciones no
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Distribucién de Y (02 conocida)

@ Observamos que:

o Y es un estimador insesgado de 1

o Y toma valores alrededor del verdadero valor de

o La varianza V(\_/) puede hacerse tan pequena como se quiera,
si se toma un tamafo de muestra adecuado

o El valor de Y en una muestra concreta puede ser tan préxima
a i como se desee

e Por tanto, una buena estimacién del parametro 1 en una

poblacién normal es

=Y



Distribucién de estadisticos en muestras aleatorias simples de poblaciones no
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Distribucién de Y (02 conocida)

@ El resultado también es cierto para muestras de una poblacién
cualquiera (no necesariamente normal)

@ Aunque en este caso el tamafo de la muestra no debe ser
muy pequeio

@ Ello es debido al teorema central del limite






Propiedades bdasicas

o Para la obtencién de la pdf de S? es necesario introducir una
nueva ley de probabilidad

@ Se conoce como la ley x2, Chi-cuadrado con v grados de
libertad

@ Es la distribucién de la suma de los cuadrados de variables
aleatorias independientes y todas ellas de distribucién N(0, 1)

12
2 2
Xo=>Y
=1

donde Y; ~ N(0,1) parai=1,2,...,v y las Y son
independientes



Propiedades bdasicas

o La densidad de probabilidad de X2 es

FO3) = {25r(;u>} y(8)7le™% paray > 0

() es la funcién gamma

La esperanza y la varianza de x2 son

ECE)=vy V(x2) =2v

Los grados de libertad, v, se corresponden con el nimero de
v. a. independientes que aparecen en el sumatorio

La grafica de f(x2) depende de v. Para valores pequefios de v
es asimétrica y sesgada hacia la izquierda



La ley t-Student




Propiedades bdasicas

@ La ley de t-Student con v grados de libertad la obtuvo Gosset
como distribucién del estadistico

7
YU

en el que:
Q Z~ N(0,1)
@ U~ /X

© Z y U son independientes

o Gosset realizaba estudios que sélo disponian de muestras
pequenas



Propiedades bdasicas

@ La funcién de densidad de t, depende de v

1T e
Vir T (3) (th)"Zl

f(t,,) =

para |t| < oo
@ Los grados de libertad coinciden con los grados de libertad de
la ley de Chi-cuadrado que aparece en el denominador de t,

@ La esperanza y la varianza de t, sdlo estan definidas para
v>1lyv>2




Propiedades bdasicas

o La grafica de f(t,) tiene también
e forma de campana
e centrada en cero
e con colas mas extensas que la ley normal
@ La t-Student resulta (til para modelar datos en los que se
sospeche que haya algunas anomalias moderadas



Distribucién de S2




Propiedades bdasicas

@ Sea (Y1,Yo,...,Y,) unamas.de Y ~ N(u,0)

@ La cuasivarianza muestral se acostumbra a definir como

o2
. "— - . Y"
S? 2iYi=Y) donde Y = 2;7

n—1

@ Para m.a.s. de poblaciones normales se demuestra que
@ Y y S? son independientes
2
Q (n- 1)% se distribuye segtin una ley x2 con v =n—1



Propiedades bdasicas

@ De aqui se deduce que

g
§? ~ n—IX%’l
ES) = TEG )= g1 =0
I Y -
2 \2 4 4
2 o 5 o _ 20
V) = (557) Vi) = ot~ 1= 25

o Estas dos Ultimas expresiones justifican el hecho de que S? se
utiliza como estimador de o2, es decir,

02 = §?



Distribucién de Y (o2 desconocida)




Propiedades bdasicas

Sea (Y1, Y2,...,Y,) unamas. de Y ~ N(u, o)

En general, o serd desconocida

El estadistico Z = @\/ﬁ no serd de gran utilidad

Se podria sustituir o por una estimacién S

@ A partir de una muestra suficientemente grande, se puede usar
el estadistico _
po Yo m
~S/vn

Podria considerarse una aproximacién de Z, es decir, N(0, 1)



Propiedades bdasicas

@ Supongamos que queremos determinar la distribucién de t

para muestras pequefas
@ Tememos en cuenta tres aspectos
o La independencia entre Y y S?
o Se verifica que (n — 1)(‘2—2 ~x2_;

o Se verifica que ~
Y —p
Z = ~ N(0,1




Propiedades bdasicas

@ Se deduce que

L (Yewyn Sz z oz
B S ~ S/o Sjo [(=-1ST U
(n—1)02

donde Z ~ N(0,1)y U~ \/x2/v conv=n—1

@ Ademdas Z y U son independientes, pues Z sélo depende de
Y, y U de S?

@ En consecuencia, t se distribuye segiin la ley t-Student con
v = n — 1 grados de libertad

y _
'uwt—StudentconV:n—l

S/v/n

t=



El caso de dos poblaciones normales

independientes




Propiedades bdasicas

@ Supongamos que X ~ N(py,0x) e Y ~ N(uy,0,) son v.a.
independientes
@ Por ejemplo
e X es la duracién de bombillas fabricadas por empresa A
e Y es la duracién de bombillas fabricadas por empresa B
@ Obtenemos dos m. a. s.

o (Xi,Xz,...,X,,) una m.a.s. de tamafio ny de la poblacién de
bombillas A
o (Y1,Y2,...,Y, ) una m.as. de tamafio n, de la poblacién de

bombillas B



Propiedades bdasicas

0SiX S2 Yy 53 son las medias y varianzas muestrales

_ _ o2 o2
— ~ N — p [ L+ =
(Y =X) y = i o
@ En consecuencia
Y - X) - N
g 0'2
Y _'_ X



Propiedades bdasicas

o Si en particular 02 = 0}2; = o2 entones

(Y = X) = (1y — 1)
U,/ni-i-ni

o En general 02 serad desconocida, pero se puede estimar a partir
de una media ponderada de las dos varianzas muestrales

Z= ~ N(0,1)

(n, — 1)53 + (ny — 1)S2

ny + ny —2

S%2 =




Propiedades bdasicas

@ En el caso de estimar S se tendrad que

(V= X) (g — i) _
1 1
S\/A+1

t= t — Student

con v = ny, + ny, — 2 grados de libertad

@ Ya que éste es el denominador de la expresién de S? para
estimar o2



La ley F-Snedecor




Propiedades bdasicas

@ Definimos una v.a. F como

U/I/l
F =
V/I/2

tal que U ~ Xlz,l, V ~ X12,2 y Uy V son independientes
@ F se distribuye segiin la ley F-Snedecor, F(v1,17), con

e v grados de libertad para el numerador
e 1 grados de libertad para el denominador

@ La distribucién F es importante porque se usa para

o El anilisis de la varianza (ANOVA)
o Comparar dos varianzas poblacionales normales



Propiedades bdasicas

@ La esperanza y la varianza de F son

E(F) = szi 5 Para vz > 2
202 (vy + 1o — 2)
V(F) = 2 > 4
(F) (v — 2)2(vs — 4) PAE V2




Distribucidon del cociente de dos varianzas

muestrales




Propiedades bdasicas

@ Se verifica que

1 52 42 U 2

2 —1) -

S _ (ny ~ 1) vl _ n—1%
2 2

SX ( B 1)02 nX—l n—19x

donde U~ xj, 1y V ~ X5, _; son independientes
@ En consecuencia

sz o2
S—é ~ U—éF(ny —1,n.—1)



Propiedades bdasicas

@ En el caso particular en que 02 = o2 se tiene que

y — YXx
52
S—éNF(ny—l,nX—l)

X
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