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Ampliacion de Senales y
Sistemas

Tema 35:

Transformada Z
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Ubicandonos

Tema 1: Senales y sistemas discretos en el dominio del tiempo
Tema 2: Seniales y sistemas discretos en el dominio de la frecuencia
Tema 3: Muestreo

Tema 4: Fundamentos de la Transformada Discreta de Fourier

Tema 5: Transformada Z

— Definicion de la TZ y su region de convergencia
— Propiedades y TZ inversa

— TZ para SLITS y sistemas descritos por ecuaciones en diferencias

Tema 6: Introduccion al diseno de filtros discretos

Comentarios:

— Generalizacion de la TF (la TF es un caso especifico de la TZ)
— Imposible que converja (exista) para todo z
— Muy util para analizar y diseiiar SDECs y, por ende, filtros

— Biblio: [BB3: McC&Sch&Yod] Cap. 7; [BB2: Opp&Sch] Secs.
4.0-4.4




Repaso: ya
esto lo
hemos visto

5.1 La Transformada Z

Analoga a la Transformada de Laplace (TZ discreto, TL continuo)

r [n] g h [n] Y [n] Jconverge? =suponiendo
que la suma da un valor
finito = No es nada
:IZ[?”L] = z" E— y[n] = H(Z)Zn evidente porque hay
Eige;;:ction infinitos sumandos y z™"
for DT LTI puede ser muy grande

z=r\exp(j Omega)

H(z) = Z hln]z—"

(infinito)

suponiendo que converge

n=—o0
Se define como: ;La TZ toma valores
00 complejos y devuelve

I‘[n] X(Z) _ Z IIZ[TL]Z_n _ Z{SC[TL]} valores complejos!
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La transformada Z

o0 o0

X(z)= ) xlklz " =) x[k]r e’ =TZ{x[n]} x[n]—%— X(2)
e e ze ¢, Xz) € ¢
z=r-e | (forma polar)

Q corresponde a una pulsacion

La definicion planteada no asegura que la transformacion
exista

Su representacion sera tridimensional

Para que exista la TZ de una secuencia x[n] deben existir algunos
valores de la variable z para los cuales la suma converja. En caso
contrario no existe X(z)

Al conjunto de valores de z para los cuales la integral converge,
se le llama regién de convergencia (ROC) de X(z) = ROC.,.

La ROC se representa en el plano ¢ mediante una zona
sombreada

S =
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5.2 ROC y relacion entre la TZ y la TF en DT

z=re”, r=lz|, Q=1/1z

X(I/’@JQ) — iix[n](rejﬁ )”’ _ :rz.o (x[n]r_” )Z—]Qn
=TF{x[n]r™

Caso particular: si |z|=1 = X(z) = X(&*)

Region de .
convergencia ROC: conjunto de valores

Converge (=para los que
la X(z) es valor finito)

n=-—0oo

e ROC: {Z = re’” donde i x[n]r™"| < oo} de z para los que X(z)

— soOlo depende de r = |7]

e i la circunferencia unidad (» = 1) esta dentro de la ROC
= TF en DT, X(&¥), existe
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Convergencia

La TZ no converge para todas las secuencias, ni para todos
los valores de z.

Para una determinada secuencia, el conjunto de valores de z
para los cuales la TZ converge, se denomina Regioén de
Convergencia (ROC)

Para que la TZ de una secuencia sea convergente es
necesario que la serie sea absolutamente sumable

S =
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Region de l-az z—d
convergencia (ROC):

Si |az7l <1 = |z >|a

Comprobad utilizando la /

ec. de analisis que X(a/
2)=00

Circunferencia
unidad

z-plane

Es decir, la ROC, |z| > |a|,
es exterior al circulo de radio |q|
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pero tiene

diferente ROC!!

N

—= ]_— =
l—alz alz—-1

Z .
= , la misma X(z) !
Z—a

Si| [a™'2] < 1, = 2| < |a

Circunferencia
unidad

z-plane

1 Re

La misma X(z) que en el Ejemplo 1, pero con diferente ROC.

TZ de x[n]: expresion analitica de X(z) + ROC
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Ejemplo (I)

o Calcular la TZ de la siguiente secuencia:

x[n]= (—%)n uln]- (%)n u[—n—1]

[—lj u[n]<L> i |z >§
sabemos que 1+—z"
Ejemplo donde la 1Y 1 1
ROC es un "donut" :) —(—) u[—n—1]« z ] Nzl <—
2 - 2

aplicamos la propiedad de linealidad de la TZ

1 1 1 1 t Im{z} Ejemplo donde la
X(Z)— 1 1 + 1 | > ROCX _{§<‘Z‘<E} ROC es un "donut" :)
1+3Z_ 1—22_

1/2 R:e{z}

'S
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Transformadas Z racionales

Nos interesan porque la mayor parte de las TZ de interés son racionales

x[n] = combinacion lineal de exponenciales

|

X(z) es racional

los polos de los
ejemplos
anteriores eran...? X( ) N(Z) —
Z) = Polinomios en z
D(z) «—

— caracterizada por sus polos y sus ceros mas en general:
polos: todos los valores

ceros: valores de z donde se anula N(z) |de z tal que X(z)=infty

ceros: todos los valores
polos: valores de z donde se anula D(z) |, a1 que x(2)=0

Conclusion: para sefiales que son combinaciones lineales
de exponenciales en DT, las TZ son racionales
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Diagrama de polos y ceros (I)

a

Ya que la TZ es funcién de una variable compleja, es
conveniente describirla e interpretarla usando el plano complejo

Un grupo importante de TZ esta constituido por aquellas
funciones X(z) que son racionales, es decir son un cociente de
polinomios en z:

N(z2) N

X(z)= ; donde N(z) y D(z) son polinomios en z

D(z)

Ceros: valores de z que anulan a X(z)
« Por notacion: CERO = o

Polos: valores de z que hacen « a X(z)
« Por notacion: POLO = x

4 Im{z}
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5.2 Propiedades de las ROCs de la TZ

(1) La ROC de X(z) es un anillo en el plano-z centrado en el origen.

I9m

Podria ser asi... z-plane
no siempre es

asi...

Re

¢ Por qué? =»Un polo es

(2) La ROC no puede contener polos. un cero del denominador
- =» Si el denominador de

anula, la TZ vale ... [infiniton



lucamartino
Highlight

lucamartino
Text Box
infinito!!

lucamartino
Text Box
Podria ser asi...
no siempre es asi...


Diagrama de polos y ceros (Il)

c;: ceros del sistema

H(z) cociente de polinomios en z: ‘// \

n n—1 — — —
H(z) = bz"'+b .z 1+---+blz+b0 H(z) =k (z—c)z—-c,)) - (z—c))
a,z" +a,.,z"" +--+az+a, (z=p)z-p,)(z-p,)

SN\ 7

p;: polos del sistema

Salvo un factor, cualquier polinomio queda definido por sus raices

INCEr S
Y@=k ey

Ceros: ¢, =c, =2

Polos: p,=-1, p,=-2



Diagrama de polos y ceros (lll)

Coeficientes de H(z) reales = ceros y polos reales 6 complejos
conjugados
Ejemplo 1: Ejemplo 2:
2
1 z
_ H(z)=
H(z) =1 (&)= 105711059
A Im{z} A Im{z}
cero en oo
% > O >
Re{z} Re{z
plano z plano z

S =



Ejemplo de TZ (I)

1

l+z ¢,=0; c,=—1;

H(z)= - .
1+z'+0.5z7 p1,=0.5(12 j)

Diagrama Polo-Cero

.0 o
0.8}
0.6f

/
0.4 J/

\
T 0.2f \

02F ! ’

Parte Imaginaria
o
- S
Q

-0.4f

-0.6

-0.81

Parte Real

S =



Ejemplo de TZ (Il

4z° +3z° +2z+1

3
z

H(z)=

Hizl

Diagrama Polo-Cemn

0.8k : i

04t ; .
ozt

Im[z]
o
o
I

a2t i
045 | :
a6 - o . ]
0.8 L ; ’ i
o e ]

1 1 | 1 1

1 0.5 ] 0.5 1




5.2 Mas propiedades

(3) Six[n] es de duracion finita, entonces la ROC es todo el plano-z
excepto posiblemente z = 0 y/o z = .

(Por que? N
X(z) — g ZC[TL] x N el unico polo que puede tener
es en cero...
TL:Nl
Ejemplos:

dn] «— 1 ROCallz

ofn—1] «— 2zt ROC z+#0

6[71 - 1] «—— 2z ROC z+# x ..o diverge a infinito....

10
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TZ de sefales basicas

Senal Transformada ROC
Jn] 1 Vz
u[n] . _12_1 z[>1
o[n-m] z" Vz-{0, 0}
. I
a u[n] 1—az" Z|>|a|
na'u[n] T z>Ha|
1—[cos(w,)]z""
[cos(@m)]uln] 175 cosm ) 7 22 z}>1
1—[sen(w,)]z"
[sen(@om)Juln] 1-[2cos(@ )]z +z 2 z>1
; 1-[rcos(w,)]z""
[ cos(@,n)uln] 1-[2rcos(w )]z ' +r’z" zP>r
[T"'sen(w,n)]uln L= Lrsentw, )]z |z|>1

1-[2rcos(w,)]z"' +7r°z7

B s



/ 5.2 Mas propiedades \
(4) Six[n] C,

es una secuencia a derechas, y si |z| = 7, estd en la RO
entonces todos los valores finitos de z con |z| > r, también estan en la

ROC.

° (3 x[n]

I l ﬂ” [ hhhl---

N1 n

0. @)

o2 "
"‘[HHHHH”N”TTTTTTTTTTn g;]lvvlergemasrépidoque:

0. @]
rr>r Z z[n]ry "

\ ‘HHHHTTnnﬁmm""""}{ - /



lucamartino
Highlight


5.2 Mas propiedades

(5) Six[n] es una secuencia a izquierdas, y si |z| = r, esta en la ROC,
entonces todos los valores finitos de z con 0 < |z| <7, también
estan en la ROC.

(6) Six[n] es bilateral, y s1 |z| = 7, esta en la ROC, entonces la ROC es

una anillo en el plano-z que incluye a la circunferencia con |z| =

Vs

/A qué tipo de sefales corresponden las siguientes ROCs?

z-plane z-plane
Re Re
sec. a derechas sec. a 1zquierdas sec. bilateral

12

importante estas figuras!



lucamartino
Rectangle

lucamartino
Text Box
importante estas figuras!

lucamartino
Highlight

lucamartino
Highlight


Propiedades de la TZ (IV)

Senal Transformada ROC
x[n], x,[n], x,[n] X(2),X(2),X,(2) Ry, Ry, Ry,
ax,[n]+ bx,[n] aX,(z)+bX,(z) contiene R, NR,
x[n—n,] z " X(2) R, (1)
Zn: x{k] 1 1 — X (z) contiene R, N{z[>1}
k=—x —Z
zgx[n] X(z/z,) 2| Ry
x*[—n] X *(1/z*) 1/R,
x,[n]*x,[n] X, (2)X,(z) contiene R, N R,
x[n]=0,n<0 lim X (z) = x[0] (t) indica que
Z—>00 z=0 06 z=w
pueden
afadirse o
eliminarse

S =



x[n]=b!n

®
""""""""

x[n]=b'M

oooooooooooooo

la definicion:

z|n] = b"uln] + b "u|—n —
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Ejemplo 1 (cont.)

1 —1 1
+ , b<|z] < =

X(z) ;

B 1 —bz! 1 —p—1y—-1

9dm  Circunferencia
unidad

La ROC no existe si b > 1 = No hay TZ para b"l. [5'°*1

14
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5.2 Mas propiedades

(7) S1X(z) es racional, entonces su ROC esta delimitada por los polos
o se extendiende al o

Combinando la propiedad (7) con (4) y (5):

(8) Si.X(z) esracional y x[n] es a derechas, entonces la ROC se
extiende desde el polo mas externo (el de mayor modulo) hasta el
o (incluyéndolo o no). Si ademas, x[n] es causal, la ROC incluye
al co.

(9) SiX(z) es racional y x[n] es a izquierdas, entonces la ROC se
extiende desde el polo mas interno (el de menor modulo) hasta el
origen (incluyéndolo o no). Si ademas, x[#] es anticausal, la ROC
incluye al origen, es decir, a z = 0.

15
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5.3 TZ inversa

X(2)=X(re’™) = TF{x[nlr™}, |z=re’* EROC
J

L -1 J2 — L JRN jQn
x[n]hg- TF{X(re’™)} 2ﬂj;ﬂ X(re”)e”™"dQ

—

1 ) .
la integral es respecto a Omega x[n] = —f X(I"@JQ )rne]Qn dg
275 27 S——

z

Zl’l
Para r fijo: o o 1 ,
z=re’" =dz=jré"dQ=dQ2=—z"dz
! J
L ex(z)zd
Se necesitan herramientas x[n] = 2—f (z)z z
mtematicas mds avanzadas, nos TY <>

-
-
-
-
—
————
-
-
-
-
-

mos en un par de casos
sencillos

16
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Otras formas de calcular TZ inversas:
a) si TZ es racional - usar expansion en fracciones simples: Ejemplo

322 — 22 3— 2271 A B
X(z) = ° 1 1 _16 11\ o1 1,1
Expandiendo en fracciones simples: A=1,B=2
X - 1 2 Im
(Z) 1- iz—l * 1- %z_l tenemos 3 posibilidades!
I 1 I ’// PR R \\\\\
RN
zln] = m[n] 4+ x2n] L—0—X0X—— Re
Nota: - 14 /3
1) Para calcular polos y ceros, expresa

X(z) como una funcidn de z.

2) Para calcular TZ inversas usa expansion
en fracciones simples y expresa X(z)
como una funcion de z!.

17
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tenemos 3 posibilidades!

1
ROC III: 2| > 3 - sec. a derechas
1 n
afnl = (7)o
1 n
aaln] =2 () ulu
i i |
ROC 1II: 1 <z < 3 - sec. bilateral
1 n
1 n
xan] = —2- (—) ul—n — 1]
3
1 .
ROC I: 2| < 1 - sec. a izquierdas

18
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b) Si TZ no es racional = por identificacion de coeficientes en
series de potencias

X(z) = Z x[n|z™"
x[n] son los coeficientes de z™
Ejemplo: X(z) = 32° —z+2271
Ejemplo
estupendo!! ]
r[—3] =3
r|—1] = -1
x4 =2
Z [n — 0, para el resto de valores de n

19
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importante por la
ecuaciones a la
diferencias

7

5.4 Propiedades de la TZ

(1) Desplazamiento temporal | z[n — ng| «— 2~ " X (2),

La ROC no cambia, excepto por posible adicion o eliminacion del origen
o del infinito

st n,> 0 = puede que la ROC no contenga z =0

st n,< 0 = puede que la ROC no contenga z = »

(2) Diferenciacion en dominio-z: nx|n| «— —z d);(z) ., 1a ROC no cambig
z
Der1vacion: X(z) — Z zln]z"
dX (Z> - —n—1
o n:z_:oo nx[n|z
dX(z) - n
i = n:z_:oo nxnlz

20
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5.4 Propiedades de la TZ

(3) Escalado en el dominio-z:

2'x[n] éx(i), ROC =| z,| ROC.

2y

(4) Teorema del valor principal:

s1 X[n] es causal (x[n]=0, n <0), entonces x[0] = lim, 5 X(z)

(5) Otras: linealidad, expansion temporal, conjugacion, etc.

21
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5.4 Propiedad de Convolucion

Y

[n] hln] ~y[n] = z[n] * hln]

Y(z) = H(z)X(z) , la ROC es al menos la interseccion de las
ROCs de H(z) y X(z),
puede ser mas grande si hay cancelacion
de polos/ceros. Pe.

1
H = >
B = ——, [l>a
X(z) = z—a, z#x
Y(2) = 1 ROCallz
H(z) = Z h[n|z~™| — Funcion (de transferencia)
n=—o00 del sistema

22
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5.5 Evaluacion de la respuesta en frecuencia a partir

del diagrama de polos y ceros

1
Sistema de primer orden  H(z) = S . |z] > |a

= —7 —
— un polo real 1 —az - da

hln| = a"uln] , |a| <1
| H(e™)]
20 % if?(ffg)

Circunferencia Jm
unidad

4h

23




El plano z y el circulo de radio unidad

Altas frecuencias Bajas frecuencias

W:—ﬁ =1/

Q= 7r p c ’ Q=0

'S



Ejemplo (I)

Supongamos el siguiente diagrama de polos y ceros:

m{z} —cz" 7 1z
- ! ’ H(Z):kH(l szl)zk(l—jzl)z(lﬂzl)
S oy [10-r") !

\\ /, Re{z} H(Q):k(l_je—jsz)(l_l_je—jﬂ):k(1+e‘jzg)

—

v

Como H(Q) es periddica de
periodo 2x, basta dibujarla
entre 0 y 2n. Para h[n] real
(polos y ceros reales o pares
complejos conjugados) |H(Q)|
tiene simetria par, entonces | |
basta dibujarentre Oy & :

[H(Q)]
2|k

0 /2 n Q(rad)



Ejemplo (I

Filtro paso bajo

Hizil

0

Im[ z ]

Re[z]

Respuesta en frecuencia

3.5

12 T T T T T T

10+

[HE€2)|
(=2l

Im-

rad.

Diagrama Polo-Cero

0.8

0.4+

o

I——
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
P 4
0
e

R

Respuesta en fase

0.5+

-1.5
-1

Q/n



Ejemplo (Il

Filtro paso alto

0.6 ’ \ 4

0.2+ ! \ 4

Im
o

Re[z] Im[z ] Re

Respuesta en amplitud

Respuesta en fase
5.5 T T T T T T T T

T T T 1 T T T

0.8r i

0.6 4

0.4r H

[HQ)|
HQ)|
o




Ejemplo (IV

Filtro paso banda

0.8l o o 8
, N
’ e
d
/ \
0.6 , RN 1
/ x A
0.4+ / N 1
/ e \

Parte Imaginaria
o
° ®
Q
N N
A
@)
o
. .

- 0.2 / b

—_ \ /

= N /
E -0.4+ \ , 4

\ /
sl . X g ]
N s
-0.81 N P g
- -

At -7 ]

| | | | |

-1 -0.5 0 0.5 1

Parte Real

[H@)]
w




ﬁ Analisis y caracterizacion de los SLTIs usando la TZ

Los SLTIs quedan totalmente caracterizados por su 4[n] = Los SLTIs
22§2§itam quedan totalmente caracterizados por su H(z) = Analizando H(z), su
oslaROC ROC y sus diagramas de polos y ceros podremos analizar tanto el

comportamiento como las propiedades del SLTI asociado

1) Causalidad: 4[n] es una sec. a derechas = la ROC es el exterior
de una circunferencia posiblemente incluyendo z = oo:

©.®)
H(z) = Z hln]z™"
nle
Si N,< 0, entonces el término h[N;]z~N1 — o0 en z = 00
= La ROC e¢s el exterior a una circunferencia, pero sin incluir el oo

Causal & N1 =0

U

Un SLTI en DT con funcidn de transferencia H(z) es causal < la
ROC de H(z) es el exterior a una circunferencia incluyendo z = o

24
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Causalidad para sistemas con funciones de transferencia racionales

H(2) barzM 4+ bpr12MT 4 bz + by
Z) =
anzN +an_1z2N" 1+ + a1z + ag

|l SiM <N, no hay polos en el o

Un SLTI en DT con funcion de transferencia H(z) racional es causal

< (a) la ROC es el exterior de la circunferencia dada por el polo mas
externo

(b) st podemos escribir H(z) como ¢l cociente de polinomios en z

N(z)
H(z) = D)

entonces

grado N(z) < grado D(z)

25
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2) Estabilidad:
SLTI es estable < »

0. @)
n=—oo

|h[n]| < 0o < ROC de H(z) incluye a
la circunferencia
unidad, |z| =1

=> la respuesta en frecuencia H(¢) (TF en DT de A[n]) existe.

3) Causalidad y estabilidad:

Un SLTI causal con funcion de transferencia racional es estable <
todos los polos estan dentro del circulo unidad, es decir, tienen
magnitudes < 1

Un SLTT anticausal con funcidn de transferencia racional es estable
< todos los polos estan fuera del circulo unidad, es decir, tienen
magnitudes > 1

26
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5.6 Representacion en diagramas de bloques:
SLTIs Descrltos por Ecuacmnes en Diferencias (SDED)

Z aryn — Z bix|n — k] —»| No da informacion
L—0 sobre la ROC
Usando la propiedad de desplazamlento temporal:
N
S arz Tty (2) Zbkz_kX
k=0
4
Y(2) = H(2)X(2)
M —k
b
H(z) = &=£=0 k2 racional
2 k=0 k2

ROC: Depende de si h|n] es una sec. a izquierdas, a derechas o bilateral.

Para caracterizar el sistema, ademas de H(z), necesitamos su ROC,
es decir, necesitamos saber si el sistema es causal y/o estable
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Ejemplo 1:

y[n] = 0.5y[n — 1] + xz[n] — z[n — 1] 4+ 0.25z[n — 2]

=>» Si lo pasamos a z

Y(2) =05Y(2)z7 + X(2) — X(2)271 +0.25X ()22

Y(2) —0.5Y(2)z = X(2) — X(2)z 1 +0.25X (2)z?

Y (2) (1 _ 0.5z—1) — X(2) (1 g 0.25z—2) = H(z) =

X(2)
(Diagrama de bloques? x[n] v[n]
N N .
GNP ANV, >
A A
z1
A 07
A
Z-I
0.25
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Ejemplo 1:

Es un sistema, pero lo podemos ver como la conexion en

cascada de dos

B 1—2"14025272 B 1— 214025272 1 B 1 1—2"140.25272
N 1—0.52"1 N 1 1—0.5z"1  1—-0.5z"1 1
y[n] x[n] y[n]
SN . /AR VAR .
SNV " L "
A A
o1 . 71 1
-1 0.5 0.5 -1
VAL < < A
SN %
Z-I . //zl
A la entrada y salida de los
dos retardos tenemos lo
0.25 mismo = se pueden fusionar 0.25
> en uno solo >

Forma Directa |

Forma Directa 11
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Ejemplo 2:

1—2271 1
H(z) = — = (1 — _1) (1 —227') — Cascadade

dos sistemas

___________________________________________________

(H——yin]

=
=
®
-—
-
Y

S K
z'1 |z |
i %l_ ] | -2
X[n] —»@ »@—» y[n]
A - A
Qr - > -2
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Respuestas al impulso de SDED

Caso A): La salida es tinicamente versiones retardadas de la entrada =» Facil
y[n] = box[n] + bix[n — 1] + box[n — 2]
RI: salida cuando la entrada es 6[n] —
h{n] = bod[n| + b16[n — 1] + bad[n — 2]

S1 lo pasamos a z es igual de facil

x[n] y[n]
bo_ N,
Y(2) = boX(2) + b1 X(2)27 L + 02X (2)272 SN
Yiz - = bl N
H(Z):X((Z>)2b0+blz 1-|—b22 2 Y%
@ TZ inversa
b2
h[n] = bgd[n] + bi1d[n — 1] + bad[n — 2] g

Evidentemente nos da lo mismo que si lo hacemos
directamente en el dominio del tiempo 31




Respuestas al impulso de SDED

Caso B): La salida es la entrada mas la salidad retardada un instante =» No muy dificil

y[n| = z[n] + ary[n — 1] RI: salida cuando la entrada es 6[n] — h[n]

Si x[n]|=6[n]:

Hasta n=0 x[n] es cero — y[n]=h[n]=
En n=0, x[n]=1 — y[0]=x[0]+a,y[-1
En n=1, x[n]=0 — y[1]=x[1]+a,y[0
En n=2, x[n]=0 — y[2]=x[2]+a,y[]

=0 n<0
=1+0
1=0+a, 1=qa,
[=0+a;-a;-1=(a,)?

hin] = (a1)"uln]

En n=m, Xx[m]=0 — y[m]=x[m]+a,y[m-1]=0+a, (a,)™'=(a,)™

Si lo pasamos a z es mas facil

Y(2)=X(2)+a1Y(2)z?
@ x[n] N y[n] g
(2) 1 z!
H(z) = (2) T 11— a1z 1
__al |
@ TZ inversa

CL1>

hn] =

Evidentemente nos da lo mismo que si lo hacemos
directamente en el dominio del tiempo

uln]
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Respuestas al impulso de SDED
N M
Caso C): Un sistema SDED general apyln — k| = B
E yln — k| = E brx[n — k]

Obtener la RI en el dominio del tiempo es bastante complicado: ;solucion? — Nos
vamos al dominio Z, obtenemos H(z) y luego hacemos la TZ inversa

*Muy parecido a lo que se hace en continuo cuando tenemos ecuaciones
diferenciales

*Para hacer la TZ inversa hay que hacer descomposicion en fracciones simples

N M Iy )
k=0 k=0

= ~ —
. k=0 k<
ﬂ Descomposicion
en frac.simples
D, Do

Hz)=..+C Co+C_127 1 +C 9272+ ..
(Z) +Ch1z + ot 1< + 22 + + 1—d12:_1 + 1—d22_1 +

Si sabemos hacer la TZ inversa de cada uno de los sumandos ! !

hin] = ...+ Cio[n+ 1] + Cyd[n] + C_16[n — 1] + C_20[n — 2] + ... + Dy - d}du[n] + D5 - didu[n] + ..

Nota: hay que saber hacer descomposicion en
fracciones simples (Ruffini, polos dobles, etc.)




9. Sistemas descritos por ec. en diferencias

lineales de coeficientes constantes (e.d.l.c.c.)

Dos soluciones: y[n]= y[n]+ y/[n]

N
Zak-y[n—k]:O, yn-kl=c, i=1
K=0

y[n] = z; =autofuncioén

y,n]l= L(Z:bk'x[n—k]J

a() K=0

Solucion homogeénea (régimen libre o transitorio)

Consideramos la forma general de una e.d.l.c.c. (N y M>0):

N M
Zak-y[n—k]=2bk-x[n—k], yn-kl=c, i=1...N
K=0 K=0

- = y,[n]

Solucion completa (régimen forzado o permanente)

S =



Funcion de sistema para sistemas LTI discretos

descritos por e.d.l.c.c.

Sea un sistema definido por e.d.l.c.c. que parte del reposo inicial
(condiciones iniciales nulas trasladables)

N M
> a;yln—kl=) b x[n—k], y[n-k]=0, i=1...N
K=0 K=0

Aplicando TZ se tiene: TZ {i a,yln —k]} = TZ{% b, x[n— k]} =
iak-TZ{y[n—k]} :ibk-TZ{x[n—k]} =

N M N M
Y a z"Y(2)=) bz X(2)=>Y(2)) a,z " =X(2)) bz
K=0 K=0 K=0 K=0

Y por lo tanto:




Respuesta en frecuencia de sistemas caracterizados

por e.d.l.c.c.

Supongamos un sistema descrito por una ecuacion en diferencias
lineal de coeficientes constantes (e.d.l.c.c.) que parte del reposo

inicial: N v
> ayln—k1=) baln—k]
k=0 k=0

Consideramos que Ny M son positivos
Suponemos que a, €s no nulo.
Aplicamos DTFT a ambos lados de la ecuacion.

i a,TF {y[n — k]} = ﬁ: a,e ™Y Q)= ikaF {x[n — k]} = ibk e X (Q)

'S



10. Introduccion al filtrado digital

Filtros FIR;

la funcion de sistema puede expresarse como un polinomio en el
numerador

< la respuesta al impulso tiene longitud finita

« todos los polos estan en el origen (si es no causal puede haber
polos en el infinito)

< No recursivo implica filtro FIR

Filtros lIR:
< la funcién de sistema tiene polos
< la respuesta al impulso tiene longitud infinita
< los polos estan en cualquier punto del plano z
< filtro IR implica recursivo

S =
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Filtros FIR

Im{z}

N
y[n]= Zbkx[n —k]  No recursivo
k=0

N N
H(z)= b-z_k=A°| I(l—c z"
2" = Re{z}

Ej: 12 diferencia
yin]= x[n]-x[n-1]
H(z)=1-z1

La respuesta al impulso de un sistema FIR tiene (N+1) términos

S =



Filtros IIR

v v Im{z}
vnl= 2 b, x{n—m]-2 a,yln—k]
m=0 k=1
i b, ok Recursivo
H(z)=—*%= Re{z}
N
1+ Z a,z"
K=1
h[n]
Ej: yln]=a-y[n—1]+x[n] l I

H(z)=1/(1-az"), estable si|a|<1

Aol eoee [120009

-4 -2 0 n

La respuesta al impulso de un sistema lIR tiene « términos

S =




Realizacion de un filtro (forma directa )




Realizacion de un filtro (forma directa Il)

Esta estructura se basa en utilizar los retardos de la variable
intermedia, w[n]. Este hecho se traduce en un ahorro en el
numero de retardos necesarios

[7] ;=/J-r\ Ve )’[]
-4 b:
+ ;1 T :;1\4-
-4 b:
A’y ] biy




Ejemplo

Considérese el sistema LTI con funcion de transferencia:

1+2z7"

H(z)=
(2) 1-1.5z7"+0.9z7

by=1, b=2, a,=15, a,=-09

Puede implementarse de las siguientes formas

x[n] L - lr v [:] x[n] Q ‘ y[n]

-1 -1 -1






