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1. Introduccidn

El analisis de Fourier es una de las herramientas mas utiles
en procesado de sefal.

Se basa en la descomposicion de una sefial en términos de
un conjunto de funciones base (sinusoides de diferente
frecuencia).

Senfales continuas (analodgicas):
Periodicas: Series de Fourier (CTFS).
No periddicas:  Transformada de Fourier (CTFT).

Senales discretas (digitales):

Periddicas: Series de Fourier en tiempo discreto (DTFS)
No periddicas: Transformada de Fourier en tiempo discreto
(DTFT)
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1. Introduccion: autovalores y autofunciones

Para un sistema LTI con respuesta al impulso h[n] la
respuesta a una exp. compleja es otra exp. compleja:

x[n] =z,

o0 o0 o0

y[nl=hnl*x(n]= > hklxn—k]= > hlklz," =z, >  hlk]z,™*

k=—0 k=—o0 k=—o0

y[l’l] - ZonH(Zo)

Siendo:
z," = |z,|" €21 = AUTOFUNCION
H(z,) = AUTOVALOR € ¢
Por ser z," autofuncion, también lo es e©" (z" con |z|=1)
Por ser H(z,) autovalor, también lo es H(e/>")

x[n]= & yinl=H(&""")- &7
: |
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2. Respuesta de sistemas LTl a senales

exponenciales complejas

Supongamos que la entrada es una combinacion lineal de
exponenciales:

N
x[n]= Zak e/ =
k=1

vln]=h[n]*x[n]=>_a,h[n]*e™*"

H(ei™) = H(Q,) < ¢

a,b, €¢

La respuesta es otra combinacion lineal de las mismas
exponenciales.

Esto es considerablemente mas sencillo que realizar la convolucion.

Por ello vamos a estudiar qué tipo de senales se pueden representar
mediante combinacion lineal de exponenciales complejas.
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Respuesta de sistemas LTIl a una combinacion lineal

de exponenciales complejas

. De forma mas grafica, y aplicando la propiedad de
linealidad...

a, e +a, e’ +a, e yin]
{ NN ‘

a, e’ b, e’"
¢ hin]
a efﬂzn b JjQ,n [n]
= s h[n] 2& LR

ejQ3n
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Propiedades de las exponenciales complejas

discretas

Recordemos que en tiempo discreto y, mas concretamente, en
las exponenciales del tipo: x[n]=e/"

Si (), crece, la frecuencia NO siempre aumenta
Si (), decrece, la frecuencia NO siempre disminuye

Si Q,= Q’y+2k7 = las sefiales son iguales:
: - Omega0 se puede
@/Q20n =gj(Q0 +2kmn =gJ 20N interpretar como un
angulo...
Q s .

e/0" es periodica < Qg=2mw/N

Si es periodica (Qg=2mm/N) =
Periodo fundamental N,=N, si Ny m son primos entre si
Frecuencia fundamental f,=1/N,

Pulsacion fundamental 27f,=2 /N, |=3© 2 & ser nuestro
0 0 Omega0l

Solo existen N, armonicos diferentes
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3. Representacion de sefnales periodicas: la serie

de Fourier en tiempo discreto (DTFS

De modo analogo al tiempo continuo, para cualquier sefal periodica es de
esperar que se pueda obtener un desarrollo como combinacion lineal de
funciones armonicas.

Como el numero de armonicos en tiempo discreto es finito y coincide con el
periodo fundamental de la sefal, si tenemos una senal periddica:
x[n]=x[n+N], v'ny N entero positivo, se espera que se pueda expresar de la
forma:

. a_k periodico de
x[n]= Z a, e’"  siendo Q,=27/N periodo N
k=<N>
Como solo existen N armdnicos diferentes y se repiten periddicamente, la
suma se extendera sobre cualquier intervalo de N valores consecutivos.

Sustituyendo el valor de €, se obtiene:

Ecuacion de sintesis de la DTFS
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DTFS: Calculo de los coeficientes (1)

Para.comprobar que cualquier secuencia periodica tieng“desarrollo en
serie de.Fourier es necesario obtener el valor de los eoeficientes a,.

En la ecuacian de sintesis, multiplicamos ambosfados por e72c77/N y

obtenemos:

— j—mn j2 : (k—m)n
x[n]le V¥ = Z a, e~ . Sumamos N valores:

k=<N>
N-l —jz—ﬁmn N-1 j k—m)n
x[n]le ¥ =Z Z a, eV =

n=0 n=0 k=<N>
N-1 2 N-1 .27

]Wmn ]W(k—m)”

nle D @ e

n=0 k=<N> n=0
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DTFS: Calculo de los coeficientes (II)

El ultimo sqlmatorio es una progresion geométrica de N términos:
N-1 lj' aN
Za” = ' si =1
n=0

Observamas que

. 27 N

Si k—m;tV : 1— e’ N(/(/

r enter i 5 =0
J——(k—m)

ﬁ?ﬁk—m)n/N;é'l % N

i |
N

Si k-m=
r entero,

Ecuacion de analisis
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Propiedades

Como los armdnicos se repiten cada N indices, los coeficientes a,
tambien:

_ SECUENCIA
a, .y =a, PERIODICA!!

Si x[n] es real los coeficientes son hermiticos:

. %
a, =d _,;

Como el DTFS es una suma finita de términos, siempre converge y
es una representacion exacta de la secuencia.

NO HAY PROBLEMAS DE
CONVERGENCIAS
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DTFS de las funciones seno y coseno

e .
x[n]=cos(Qn) = : n 5 zze
1 1
Es "como" un am =—, ==
tren de 2 2
deltas...mirad ) _ B _
transparencias Si Qy=477/5 = m=2, N=5
despues 1 i
a, =—, ==
2 7 ) 7
JQon —jQqn
e e
x[n]=sen(Qun)=——-
2] 2]
a —l / a __l .
m 2 Ja —_m 2 ]

Si Qy=2m/5 => m=1, N=5
! 1

a, a_, = ———

=2—j,

Por ahora

~_ |mejor no

mirar...
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Representacion grafica de la DTFS

seria a_k
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exponencial
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4. Transformada de Fourier en tiempo discreto

(DTFT) para secuencias no periodicas

Realizamos una extension periddica x[#] de una secuencia de duracion
finita x[n]

_ Z —] —n % Z‘O: x[n] e—jkyn

n N, n=-—0



DTFT para secuencias no periodicas (l)

. .. Definimos otra cosa aqui:
Si definimos: [transformada de Fourier para una
sefal discreta (no periodica)

X=X Q)= > xnle’™ =

n=—0

Los coeficientes a, son muestras equiespaciadas de la sefial X(€2)

donde Q, = %

Podemos sintetizar la expansion periddica de la sefial como:

)~C[7l]= Z LX(kQO)eijon :L Z X(kQO)eijonQO

k=<N> 272— k=<N>

S =
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DTFT para secuencias no periodicas (l1)

Si hacemos N > «© =
Q, - dQ,
kQ), - Q,

Siendo que las

pulsaciones diferentes

la suma tiende a una integral que se extiende a todas las posibles

estan en un intervalo pulsaciones (intervalo 27) x[n]= x[n]
de 2i
- 1 KO
An]l=x[n]=—|[ X(Q)e™"dQ
272' 2

x[n]= L X(Q)e™"dQ

2 v2m Ecuacion de sintesis de la DTFT

o0

X(Q)= ) x[nk

T Ecuacion de analisis de la DTFT

S =
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Transformzada de Fourier discreta d2 un pulso rectangular

10 T
9 Langitud M=10
Langitud M=5
=1
TF
J— 6_
¢
A A /|
a3
oL
1}
D 1
-2pi i 0 pi 2pi
£l
., . ) periodica de
Funcion sinc{-} dis¢reta  |periodo 2pi

'S
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DTFT de la funcidon seno

JQun —jQon PERO AQUI YA ESTAMOS CONSIDERANDO
X[I’l] — sen(Q I’l) — € . € UNA SENAL PERIODICA!!l AUN NO HEMOS
0 o oF HABLADO de una TF de una sefal periodica
J J (en discreto)...

o0

X(@Q) =23 [6(Q-Q, - 2kr)-5(Q+Q, - 2kn)]

J k=
Al X(Q) A X(Q)]
T T
4 4 4 4 4 4
| | I I I I
- 1 W I > — —_— -
2t -Qy ! Qy 2rn Q —275_90 QOZTL' [9)
214 X(Q) 44 X(QQ)
) o ™ TC/2 o ® TC/2
1 | | I | |
— H— > 1 L >
- 27 l l 27 l Q 21 l l 2n @)
[



lucamartino
Text Box
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Consecuencias, analogias y diferencias con el

caso de tiempo continuo

La DTFT de secuencias X(£2) es una funcion de variable continua

La ecuacion de analisis es una suma y no una integral

condicion suficiente

La ecuacion de andlisis es valida siempre que = »_ [x[n]|< oo [conelcuadrado..

n=-—0a0

X(Q) es siempre periddica de periodo 27

por esto Las bajas frecuencias corresponden a pulsaciones proximas a cero y
epresentar a cualquier multiplo entero de 27
de -pi api . - R

er Las altas frecuencias corresponden a pulsaciones proximas a 7y a

cualquier multiplo impar de =

La ecuacion de sintesis se extiende en un intervalo 2 (todas las
posibles pulsaciones en discreto)

La senal x[n] se puede sintetizar como superposicion de todas las
posibles exponenciales complejas diferentes en discreto

La ecuacién de sintesis converge siempre que X(Q) tenga valores
finitos en todas las pulsaciones

S =
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Propiedades de la DTFT

Senal Transformada
x[n] X (Q)| Periddicas
y[n] Y (Q)) | de peridodo 27
ax[n]+by[n] aX(Q)+bY(€2)
7 X[n—nq] e M X(Q)
/ e’ x[n] X(Q-Q,)
X [n] X' (=0
x[—n] X(-Q)
B} ] ntero
Yoolnl = 0 resto KD
x[n]* y[n] X(Q)Y ()
- 217[ [ x@yr@-o)u0
N x[n]-x[n—1] (1—e)x(Q)

'S
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Propiedades de la DTFT

Senal Transformada
x[k] X(Q.g 0(Q—-2kr)
— | =
nx[n] 1] X (Q)
/40
X(Q)=X"(-Q)

Re{X(Q)}=Re{X (-Q)}
Im{X(Q)}=-Im{X(-Q)}
X Q) =X(Q)
/X(Q)=—/X(-Q)

Relacion de Parseval para secuencias no periodicas

N > 1 2
DT =5 |, @ do

S =

N\

x[n] real
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Pares transformados (sefiales no periodicas)

Secuencia Transformada
i 1
auln] l—ae™®
] {1, n <N, sen|Q(N, +1/2)]
0,n/> N, sen(Q/2)
senWn _ W Smc(an @) - {1, o<lol<w
m Pa P 0, W<|Q<x
O<W <1 Periodica de periodo 27
o[n] 1
u[n] St Z Q- 27zl
oln—n,| e /¥
1
(n+1)a"uln), |a <1 [l—ae‘fﬂ }2

S =
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5. Transformada de Fourier para secuencias

periodicas (1)

Calculamos la DTFT de una exponencial compleja

x[n]=e" —E 59
Para ello postulamos lo siguiente:
Transformada | o
de Fourier /" s X(Q)=27) 5(Q-Q,—27k)
Generalizada =—o0

Para comprobar la validez, sintetizamos la senal que corresponde a X(Q):

x'[n] = 2L j X (Q)e’™dQ) = j i 5(Q-Q, - 27k )e™™dQ =
T _

Q)+
x'[n]= Z j (Q-Q, —27k)e’™dQ = j (Q-Q,)e™dQ = e™™" = x[n]

k——OO 27[ 0

S =


lucamartino
Text Box
Transformada de Fourier Generalizada


DTFT para sefales periddicas (Il)

Si tenemos una secuencia x[n] periddica de periodo N, se puede
obtener su DTFS:

jk—n
x[n]= Z ae "

k=<N>

Aplicando la propiedad de linealidad de la DTFS se tiene:

X(Q) = ZakZﬂZé'(Q—%—Zﬂlj Z > 21,5 (Q 27{;”)):

=—0 k=<N>

k=<N>

Transformada de
Fourier
Generalizada

= )
— 'S
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Pares transformados (senales periddicas)

Secuencia Transformada
HEEn = 27k
a,e N 27 Y a 5(9 - )
k:Z]:\b ‘ k;o g N
o/ 27 6(Q-Q,—27)
[=—
cos Qn 7Y 10(Q-Q, - 24)+5(Q+Q, —27)}
senQn I Us(Q-0Q, —274) - 5(Q+Q, —27)}
x[n]=1 27zZ§(Q —27)
- 27
> S[n—kN] it Z§[Q—j
k=—00
=N +)N , sik=0%IN
_ L= N, - 2k o1
x[n]= { 0, resto 2ﬂ-k=2—oo aké'(Q —Tj 3 sen {N(Nl + 2)}
a, = , resto
x[n+ N]=x[n] Nsen[Zﬂ/N]

I s



6. Respuesta en frecuencia de sistemas discretos (1)

Dado un sistema LTI con respuesta al impulso h[n], se define la respuesta
en frecuencia del sistema H(€2) como:

=x[n] *h Y(Q
AL AL /() _ ()

Y(Q)=X(Q)-H(Q)

x[n]
X(Q)

La respuesta en frecuencia representa el conjunto ‘ge autovalores del
sistema para las autofunciones del tipo: x[n] = ¢ "

X ()

x[n]=e" = y[n]= H(Q,)e ™"

S =



Respuesta en frecuencia de sistemas discretos (l1)

Dado que H(Q2) es una funcion compleja de variable real, es necesario
conocer su modulo y su fase.
H(Q) = ey y LH(Q)=/2Y(Q)-2LX(Q)
X(Q)

El médulo o amplitud de la respuesta en frecuencia (o respuesta en
amplitud) representa la ganancia del sistema a cada pulsacion Q o
componente espectral

La fase de la respuesta en frecuencia (0 respuesta en fase) representa el
desfase introducido por el sistema a cada pulsacion Q o componente
espectral

La respuesta en frecuencia de un sistema LTI existira si y solo si el sistema
es estable.
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/. Estudio de senales y sistemas discretos en el

dominio transformado Z

Se define la transformada Z (TZ) para poder trabajar de forma mas
sencilla con sistemas de tiempo discreto.

Permite la utilizacion de la teoria de variable compleja en problemas
de sefales y sistemas discretos.

Equivalente a la transformada de Laplace.

La transformada de Fourier discreta es una particularizacion de la
transformada Z.

Al igual que la transformada de Fourier, la TZ convierte una
convolucion en el domino temporal en una multiplicacion en el
dominio z.

Su utilidad principal consiste en el analisis y sintesis de filtros
digitales.

La configuracion de polos y ceros determina el tipo de filtro digital y
puede usarse para interpretar su comportamiento frecuencial.

La estabilidad puede estudiarse en términos de la localizacion de
los polos en el plano z.
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La transformada Z

o0 o0

X(z)= ) xlklz " =) x[k]r e’ =TZ{x[n]} x[n]—%— X(2)
zed, Xz < ¢
z=r-e® (forma polar)
Q corresponde a una pulsacion

La definicion planteada no asegura que la transformacion
exista

Su representacion sera tridimensional

Para que exista la TZ de una secuencia x[n] deben existir algunos
valores de la variable z para los cuales la suma converja. En caso
contrario no existe X(z)

Al conjunto de valores de z para los cuales la integral converge,
se le llama regién de convergencia (ROC) de X(z) = ROC.,.

La ROC se representa en el plano ¢ mediante una zona
sombreada
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Ejemplo (1)

Se pretende calcular la TZ de una serie exponencial

x[n]=a"uln] , |al<l

aplicando la definicion: l x(n]
1

X@)= Y dulnkz " =Y a" " = @z Y

n=- n:() n:o

0<a<1

TTT??QQM=

esta expresion converge si: A
© | -1 01 2 3 456 7 n
Z|a°2_ | < o0
n=0

Por lo tanto, el criterio de convergencia es: |z 'a|<1 2> |z|>|q]

Im{z}

a

X(z)=) a"z" =7 ! (siendo
n=0

<1)

z

z{eum) =— . 1zbla

—1 ”



Ejemplo (Il)

Se pretende calcular la TZ de una serie exponencial de izquierdas
x'[n]=—-a"u[-n-1] , |da|<1
aplicando la definicion:

o0 o0

X'(z)=- i a'u[-n—1]z7" =- i a'z™" =—Za‘”z” =1—Za‘”z”

n:1 n:O

el criterio de convergencia es: |z 'a|>1 2> |z|<|4|

X'(z)=1- 1_1 _ 1 __z
l—a z

t Im{z}

Re ?Z}

L2
L
AETTY P

- » |zl<a|

TZ{—a"u[—n —1]} = 1

Observamos que X(z)=X"(z). |
La unica diferencia esta en las ROC: ROC,, # ROC,.
Es necesario especificar la expresion algebraica y la ROC

S =




Convergencia

La TZ no converge para todas las secuencias, ni para todos
los valores de z.

Para una determinada secuencia, el conjunto de valores de z
para los cuales la TZ converge, se denomina Regioén de
Convergencia (ROC)

Para que la TZ de una secuencia sea convergente es
necesario que la serie sea absolutamente sumable

S =



Diagrama de polos y ceros (I)

Ya que la TZ es funcidén de una variable compleja, es
conveniente describirla e interpretarla usando el plano complejo

Un grupo importante de TZ esta constituido por aquellas
funciones X(z) que son racionales, es decir son un cociente de
polinomios en z:
N(z) S
X(2)= ; donde N(z) y D(z) son polinomios en z
D(z)
Ceros: valores de z que anulan a X(z)
Por notacion: CERO = o
Polos: valores de z que hacen « a X(z)
Por notacion: POLO = x
No puede haber polos en la ROC.
Los polos estan en el limite de la
region de convergencia

4 Im{z}




Diagrama de polos y ceros (Il)

c;: ceros del sistema

H(z) cociente de polinomios en z: ‘// \

n n—1 — — —
H(z) = bz"'+b .z 1+---+blz+b0 H(z) =k (z—c)z-c,)) - (z—c))
a,z" +a,,z"" +--+az+a, (z=p)z-p,)(z-p,)

SN\ 7

p;: polos del sistema

Salvo un factor, cualquier polinomio queda definido por sus raices

INCEr S
Y@=k ey

Ceros: ¢, =c,=2

Polos: p,=-1, p,=-2



Diagrama de polos y ceros (lll)

Coeficientes de H(z) reales = ceros y polos reales 6 complejos
conjugados
Ejemplo 1: Ejemplo 2:
2
1 z
_ H(z)=
H(z) =1 (&)= 105711059
A Im{z} A Im{z}
cero en oo
% > O >
Re{z} Re{z
plano z plano z

S =



Ejemplo de TZ (I)

1

l+z ¢,=0; c,=-1;

H(z)= - .
1+z'+0.5z7 p1,=0.5(12 j)

Diagrama Polo-Cero

.0 o
0.8}
0.6f

/
0.4 J/

\
T 0.2f \

02F ! ’

Parte Imaginaria
o
- S
Q

-0.4F

-0.6

-0.81

Parte Real

S =



Ejemplo de TZ (Il

4z° +3z° +2z+1

3
z

H(z)=

Hizl

Diagrama Polo-Cemn

0.8k : i

04t ; .
ozt

Im[z]
o
o
I

a2t i
045 | :
a6 - o . ]
0.8 L ; ’ i
o e ]

1 1 | 1 1

1 0.5 ] 0.5 1




TZ de sefales basicas

Senal Transformada ROC
Jn] 1 Vz
u[n] . _12_1 z[>1
o[n-m] z" Vz-{0, 0}
. I
a u[n] 1—az" Z|>|a|
na'u[n] T z>Ha|
1—[cos(w,)]z""
[cos(@m)uln] 175 osm ) 7 22 z}>1
1—[sen(w,)]z"
[sen(@om)Juln] 1-[2cos(@ )]z +z 2 z>1
; 1-[rcos(w,)]z""
[ cos(@,n)uln] 1-[2rcos(w )]z ' +r’z" zP>r
[r"'sen(w,n)]ufn L= Lrsentw, )]z |z|>1

1-[2rcos(w,)]z" +7r°z7

B s



Propiedades de la TZ (I)

Supongamos TZ{x[n]} = X(2), ROC, = R, <|z|<R}
TZ{y[n]} =Y(2), ROC, =R, <|z|<R}
Linealidad: TZ{ax[n]+by[n]} = aX(z)+bY(z), ze€ROC,,

ROC,, > ROC, " ROC,

La nueva ROC puede expandirse por la cancelacion de polos y ceros
resultado de la combinacion lineal

Desplazamiento: TZ{x[n+m]}=z"X(z) , zeROC,.
ROC,. = ROC, —{0,)}

En la nueva ROC puede aparecer el 0 6 el «

Convolucion: TZ{x[n]*y[n]} =X(2)Y(z) , zeROC,,
ROC,, D ROC, N ROC,

S =



Propiedades de la TZ (IV)

Senal Transformada ROC
x[n], x,[n], x,[n] X(2),X\(2),X,(2) Ry, Ry, Ry,
ax,[n]+ bx,[n] aX,(z)+bX,(z) contiene R, NR,
x[n—n,] z " X(2) R, (1)
Zn: xk] 1 1 — X (z) contiene R, N{z[>1}
k=— —Z
zgx[n] X(z/z,) 2| Ry
x*[—n] X *(1/z*) 1/R,
x,[n]*x,[n] X, (2)X,(z2) contiene R, N R,
x[n]=0,n<0 lim X (z) = x[0] (t) indica que
Z—>00 z=0 06 z=w
pueden
afadirse o
eliminarse

S =



Ejemplo (I)

o Calcular la TZ de la siguiente secuencia:

x[n]= (—%)n u[n]- (%)n u[—n—1]

—ljn un]«——

sabemos que (
1Y 1

— = | u[-n-1]«"%— ,

(2) =y 1

aplicamos la propiedad de linealidad de la TZ

X(2) =gt ROC, = {% <|o|< %}
l+-z" 1-—z"
3 2

$ Im{z}

22(2—112j
X(z)=

-

0 1/2 R:e{z}

'S



3. Transformada Z inversa

Transformada Z inversa (TZ™)
X(z) y ROC, = x[n] univoca.

Métodos

Inspeccion directa: se trata simplemente de
familiarizarse con la TZ y sus propiedades e
identificar ciertos pares.
Inversion mediante descomposicion en fracciones simples
Polos de primer orden
Polos de orden m

S =



Inversion por descomposicion en fracciones

simples (1)
Se dice que una TZ es racional si se trata de un cociente de
polinomios en la variable z (6 z°7). X(2)= Az
B(z™)

Si X(z) es racional, entonces puede invertirse facilmente a partir
de una descomposicion en fracciones simples.

Suponiendo que el grado del numerador (N) es menor que el
del denominador (M):

Polos de primer orden: X(z) tiene N polos distintos (py, ....,
py). Entonces: X (z):zz_1 L — siendo 4, =(z"'-pHX(2)|._, .
k=

— Px

Polos de orden m: Suponiendo que X(z) tiene un polo de

-1 -1

A I=1 (Z_l _pi_l)l

1 dm—l
H Cl = m—[

con los valores anteriores de A, (m—10)!dz

orden m en z=p,. Entonces: X(z)= S 2k +i G

z'=-p)'X(2)|.,

S =



Inversion por descomposicion en fracciones

simples (II)
Suponiendo que el grado del numerador (N) es mayor o igual

que el del denominador (M):

Polos de primer orden (polos simples): X(z) tiene N polos
distintos (p4, ...., py).- Entonces:

N
A
X(z)=B, yz" ™" +B, 2" " +. . +Bz+B+ ) —*
k=1 Z— Py

siendo los B;los coeficientes obtenidos mediante division
hasta que el resto sea de un orden igual al del denominador
menos 1. Con este resto se procede a descomponer en
fracciones simples y el resultado se anade al de la divisidon

En el caso de polos multiples se procede como
anteriormente

S =




X(z) =

ROC, =1la|>|z|>|b

(1 —az" )(1 —bz! )

-17.-1
a b

(z"-a")(z"-b"")

B (ac—lbj(l—izz1)+(bfaj(1—ll7zl)

La TZ" depende de la ROC,. Si suponemos que |a[>|b|, entonces:

(sec. derecha)

x[n]= (aibJa"u[n]+(bfajb”u[n]

b b"u[n]— ( ja u[—n—1]
b—a a—

b
¢ nl](
a—>b b—a

(sec. bilateral)

x[n]=

x(n) =-

jb”u[—n—l] (sec. izquierda)

_@



8. La funcion de sistema

Sea un sistema LTI de tiempo discreto con respuesta al impulso h[n]

A[n] >

Si x[n], h[n] e y[n] tienen TZ, y aplicando la propiedad de convolucion,
obtenemos en el dominio transformado:

H(z) = Funcién de sistema = Funcion de transferencia

x[n]
—_>

o0

H(z)= ) hlklz™* =TZ {h[n]}

k=—o0




Propiedades

Memoria

Sistema LTI sin memoria: h[n]=A-d[n]

Sistema LTI sin memoria < H(z)=A, ROC, = V'z
Causalidad

Un sistema LTI causal tiene funcion de transferencia con ROC del tipo
|z|>r (exterior de una circunferencia)

Un sistema LTI con funcion de transferencia racional es causal siy
solo si su ROC es exterior a una circunferencia e incluye a z—x

Estabilidad

Un sistema LTI es estable si y solo si la ROC de su funcion de
transferencia contiene a la circunferencia de radio unidad

Invertibilidad

Sistema LTI invertible < 3 otro sistema LTI tal que h[n]+h [n]=dn]
Si existen las transformadas H(z) y H/(z), deben cumplir:

1
H(z)

H(z)H,(z2)=TZ{6[nl}=1= H,(z) =




Relacion de la respuesta en frecuencia y la funcion

de sistema para sistemas discretos (lll)

Si la expresion algebraica de la funcion de sistema es de tipo racional,
podemos expresar en funcion de los polos p, y los ceros c,
Suponiendo raices simples:

[1(z=¢) [I(1-c2")
H(Z):N(Z): i _ i —
D(z) H(z—pi) H(l—piz_l)
H(Q):M:klj[(l—qe] ):ku(ef _cl)
D(Q) H(l— p.e’?) H(efQ P,



Evaluacion de la respuesta en frecuencia a partir

del diagrama de polos-ceros

respuesta en frecuencia.

(=)

[H ()] = k||

[1(e"-r)

i

=k

A partir del diagrama de polos-ceros de la funcion de sistema
podemos hallar de modo aproximado el modulo y fase de la

El modulo se puede calcular como el producto de distancias desde
el punto de la circunferencia de radio unidad e hasta cada uno de
los ceros, dividido por el producto de distancias desde el punto e®
hasta cada uno de los polos (salvo una constante):

Q
[Tle"-

]

a

[T

i

S =



El plano z y el circulo de radio unidad

Altas frecuencias Bajas frecuencias

W:—ﬁ =1/

Q= 7r p c ’ Q=0

'S



Ejemplo (I)

Supongamos el siguiente diagrama de polos y ceros:

m{z} —cz” 7 1z
e R H(z)=kH<1 clzl) L))
R [10-p2") 1

\\ /, Re{z} H(Q):k(l_je—jsz)(l_l_je—jﬂ):k(1+e‘jzg)

—

v

Como H(Q) es periddica de
periodo 2x, basta dibujarla
entre 0 y 2n. Para h[n] real
(polos y ceros reales o pares
complejos conjugados) |H(Q)|
tiene simetria par, entonces | |
basta dibujarentre Oy & :

[H(Q)]
2K

0 /2 n Q(rad)



Ejemplo (]I

Filtro paso bajo

Hizil

0

Im[ z ]

Re[z]

Respuesta en frecuencia
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12 T T T T T T
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Ejemplo (Il

Filtro paso alto

0.6 ’ \ 4

0.2+ ! \ 4

Im
o

Re[z] Im[z ] Re

Respuesta en amplitud

Respuesta en fase
5.5 T T T T T T T T

T T T 1 T T T

0.8r i

0.6 4

0.4r H

[HQ)|
HQ)|
o




Ejemplo (IV

Filtro paso banda

0.8l o o 8
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Interconexion de sistemas LTI de tiempo discreto (l)

Interconexion serie

x[n]
X(Q)

yinl=x(nl*hy[nl+hylnl
Y(z)=X(€2)-H () Hy(€2)

X[n] Asociacion serie S1y S2 ylnl=x[n]=hy[n}xh,ln]
@)  hilnlxhyln]—>H,(Q) Hy(Q) Y(Q)=X(Q)H, (€) H,(<)

Analogo con TZ y funcion de sistema

S =



Interconexion de sistemas LTI de tiempo discreto (l1)

Interconexion paralelo

S1, —
(Q) C,\ yinl=x[nl=h[nl+xin}xhin]

S2. |

h, Q) IR

7 Y(QEX(Q)Hy(Q)F X(Q)HAQ)
_ Xn] Asociacion / S1y S2  IRWaUWCIQWRE N
X(Q) Wl ORI Y(Q)=X(Q)-[H,(Q)+H,(Q)]

Analogo con TZ y funcidn de sistema

—
)

S =



Interconexion de sistemas LTI de tiempo discreto (l11)

Interconexion realimentada
X[1] x[n}-z[n] S1, LTI yim= (nl-zlnl)shifn]
X©Q) T X©Q)-z©) LIS Y(S)=[X(Q)-Z(Q)] H, ()

Z(Q)
En el dominio del tiempo no podemos despejar la salida, pero en el
dominio transformado ...

V() =[X(Q) - Z(Q)[H,(Q) = [ X (Q) - Y(Q)-H,(Q)}H,(Q) =
X(Q)-H,(Q)
1+ H,(Q)-H,(Q)

Y(Q)+Y(Q)H,(Q)H\ ()= X(Q)H (Q)=TY(Q)=

T X(Q)  1+H,(QH,(©Q)

Analogo con TZ y funcion de sistema

S =




9. Sistemas descritos por ec. en diferencias

lineales de coeficientes constantes (e.d.l.c.c.)

Dos soluciones:  y[n]= y[n]+ y/[n]

N
Zak-y[n—k]:O, yn-kl=c, i=1
K=0

y[n] = z; =autofuncioén

y,n]l= L(Z:bk'x[n—k]J

a() K=0

Solucion homogeénea (régimen libre o transitorio)

Consideramos la forma general de una e.d.l.c.c. (N y M>0):

N M
Zak-y[n—k]=2bk-x[n—k], yn-kl=c, i=1...N
K=0 K=0

- = y,[n]

Solucion completa (régimen forzado o permanente)

S =



Funcion de sistema para sistemas LTI discretos

descritos por e.d.l.c.c.

Sea un sistema definido por e.d.l.c.c. que parte del reposo inicial
(condiciones iniciales nulas trasladables)

N M
> a;yln—kl=) b xln—k], y[n-k]=0, i=1...N
K=0 K=0

Aplicando TZ se tiene: TZ {i a,yln —k]} =TZ {i b, x[n— k]} =
iak-TZ{y[n—k]} :ibk-TZ{x[n—k]} =

N M N M
Y a2V (z)=) bz X(2)=>Y(2)) a,z " =X(2)) bz
K=0 K=0 K=0 K=0

Y por lo tanto:




Respuesta en frecuencia de sistemas caracterizados

por e.d.l.c.c.

Supongamos un sistema descrito por una ecuacion en diferencias
lineal de coeficientes constantes (e.d.l.c.c.) que parte del reposo

inicial: N v
> ayln—k1=) baln—k]
k=0 k=0

Consideramos que Ny M son positivos
Suponemos que a, €s no nulo.
Aplicamos DTFT a ambos lados de la ecuacion.

i a,TF {y[n — k]} = ﬁ: a,e™Y(Q)= ikaF {x[n — k]} = ibk e X (Q)

'S



10. Introduccion al filtrado digital

Filtros FIR;

la funcion de sistema puede expresarse como un polinomio en el
numerador

la respuesta al impulso tiene longitud finita

todos los polos estan en el origen (si es no causal puede haber
polos en el infinito)

No recursivo implica filtro FIR

Filtros lIR:
la funcion de sistema tiene polos
la respuesta al impulso tiene longitud infinita
los polos estan en cualquier punto del plano z
filtro IR implica recursivo

S =



Filtros FIR

Im{z}

N
y[n]= Zbkx[n —k]  No recursivo
k=0

N N
H(z)= b-z_k=A°| I(l—c z"
2" = Re{z}

Ej: 12 diferencia
yin]= x[n]-x[n-1]
H(z)=1-z1

La respuesta al impulso de un sistema FIR tiene (N+1) términos

S =



Filtros IIR

v v Im{z}
vnl= 2 b, x{n—m]-2 a,yln—k]
m=0 k=1
i b, ok Recursivo
H(z)=—*%= Re{z}
N
1+ Z a,z"
K=1
h[n]
Ej: yln]=a-y[n—1]+x[n] l I

H(z)=1/(1-az"), estable si|a|<1

Hol-aruln eoee [120099

-4 -2 0 n

La respuesta al impulso de un sistema lIR tiene « términos

S =




Realizacion de un filtro (forma directa )




Realizacion de un filtro (forma directa Il)

Esta estructura se basa en utilizar los retardos de la variable
intermedia, w[n]. Este hecho se traduce en un ahorro en el
numero de retardos necesarios

[7] ;=/J-r\ Ve )’[]
-4 b:
+ ;1 T :;1\4-
-4 b:
A’y ] biy




Ejemplo

Considérese el sistema LTI con funcion de transferencia:

1+2z7"

H(z)=
(2) 1-1.5z7"+0.9z7

by=1, b=2, a,=15, a,=-09

Puede implementarse de las siguientes formas

x[n] L - lr v [:] x[n] Q ‘ y[n]

-1 -1 -1




Sintesis

1. Respuesta de sistemas LTIl a exponenciales complejas

x[n] =z, II:I;I-ZI) yln]=x[n]H(z,)

x[n]= Z az; LT yln]= Z a,H(z,;)z;

2. Representacion de sefnales periddicas mediante DTFS

2
jk—n . i ]
x[n]= Z a e " Ecuacion de sintesis
< k=<N>
1 & -
k _— [V 4 r - ]
a; x[n] ¢ Ecuacion de analisis
n=0

'S



Sintesis

3. DTFT de secuencias no periodicas.

-

1 jQn
< x[n]= or zﬂX(Q)e dg Ecuacion de sintesis
X(Q)= > x[n]e”’™
L n=—o0 Ecuacion de analisis

4. DTFT de secuencias periodicas

( jkz—ﬂn
x[n]= Z a e " Ecuacion de sintesis
k=<N>
< = 2k
X(Q)= Z 27zak5(§2 — Tj Ecuacion de analisis
\ [=—c0

S =



Sintesis

5. Respuesta en frecuencia de sistemas LTI de tiempo discreto
(sistemas estables, { |z|=7 } c ROC,)

H@)= Y Hnle ™ = HE)| o=

6. Respuesta en frecuencia de sistemas LTI descritos por
ecuaciones en diferencias lineales de coeficientes constantes

i 50
b, e’
Y(Q) <=
a, e’
k=0 ¢




Sintesis

1. Respuesta de sistemas LTIl a exponenciales complejas

x[n] =z, II:I;I-ZI) yln]=x[n]H(z,)

x[n]= Z az; LT yln]= Z a,H(z,;)z;

2. Representacion de sefnales periddicas mediante DTFS

2
jk—n . i ]
x[n]= Z a e " Ecuacion de sintesis
< k=<N>
1 & -
k _— [V 4 r - ]
a; x[n] ¢ Ecuacion de analisis
n=0

'S



Sintesis

3. DTFT de secuencias no periodicas.

’
x[n] = L J' X(Q) e/ 4O Ecuacion de sintesis
< 27[ 27
X(@Q)= D x[n]e ™ Ecuacién de analisis
\_ n=—
4. DTFT de secuencias periodicas
( jkz—ﬂn
x[n]= Z a.e " Ecuacion de sintesis
< k=<N>
2 27k
X(Q)= Z 27mk5(§2 _Tj Ecuacion de analisis
\ [=—00
5. Respuesta en frecuencia de sistemas LTI de tiempo discreto
- iy Y(Q2)
H(Q) = h[n]e ™ = H(z = —
(@)= 3. Hn] @), _ oo =Y

S =



Sintesis

6. TZ bilateral:

Diagrama de polos y ceros: define la expresion de TZ racionales salvo
una constante.

ROC,: - No contiene polos
- Circunferencias conceéntricas centradas en el origen
- x[n] de duracidn finita = ROC, = {V'z }
- x[n] derecha = ROC,, exterior de una circunferencia

- x[n] izquierda = ROC,, interior de una circunferencia
- x[n] bilateral = ROC,, anillo

Propiedades de la TZ: - Linealidad
- Desplazamiento en n,
- Convolucion
- Derivada e integral

- Teorema de valor inicial
TZ1: relacion biunivoca

- Inspeccion directa y propiedades x[n]~— X (2)
- Descomposicion en fracciones simples

S =



Sintesis

8. Funcion de sistema

o0

H(z)= Y h[n]z"" =TZ {h[n]}

k=—

H(z=1¥) . Roc, sROC, AROC,

(2)

Propiedades de sistemas LTI:
- Causal = ROC,, exterior;
- Si H(z) racional, ROC,, exterior y {«} ¢ ROC, = Causal
- Sin memoria < H(z)=k
- Estable < |z|=1 <« ROC,
- Inverso: H(z)=1/H(z)

Asociaciones de sistemas LTI:
- Serie: H{(z)=H,(z)-H,(z); ROC,;> ROC, N ROC,
- Paralelo: H{(z)=H,(z)+H,(z); ROC;> ROC, N ROC,
- Realimentacion: HAz)=H,(z)/[1+ H,(z)-H,(z)]

S =




Sintesis

9. Sistemas descritos por e.d.l.c.c.:

ZN:akY[” — k] :ibkx[n — k]

M
C Zb — jkQ
- Son LTI < parte del reposo inicial Y(Q) k ©
- SiLTlI = Respuesta en frecuencia: H(Q) = — k;O
X (€ _jkQ
v (€2) Zak e’
Zbkz_k k=0
Funcion de sistema: H (z) = k;o
Z akz_k
k=0

10. Introduccion al filtrado digital
- Filtros FIR: h[n] de duracion finita
- Filtros lIR: h[n] de duracion infinita
- Formas directas | y |l

S =



Apéndice: Relaciones entre Fourier continuo y

discreto

Tiempo continuo

Tiempo discreto

Frecuencia discreta

Frecuencia continua

x(f) 30 )1
1+
W [‘::[k]' =)
1 -4 4
M.!ﬂ.[[m[km 11 ’
M x Phase of 3{ £)
t -} 5 o pt
e I‘m m T F F . nn,
i U j[ 4
a B
CTES CTF1
3 7l
k] a
K[?‘J: 2+
1 K[?l] 2 1 2 =
2A+1
T Phase of (7
N | | ’ b |
Nﬂ" Nﬂ"’
- 2 2 F
- My *
DTES DTFI




Apéndice: Resumen de transformaciones

Periddica en el tiempo

No periddica en el tiempo

akzX[k]=% Z x[nle™’

n=<N>

0

X(Q)= Z x[n]e‘jQ"

n=—~o0

Continua CTFS CTFT No
en el i periddica
tiempo ik 1 % . en
a, = X[k]= E X (t)e e dt x(t)=— j X(w)e"dw frecuencia
<T> 27Z' C
()= Y g, X (@)= | x()e ' dt
k=—o0 —0
Discreta en DTFS DTFT Periddica
el tiempo en
. jkQun 1 = . frecuencia
nl= ), ae™™ x[n]=— [ X(Q)edQ
k=<N> 2r 7

Discreta en frecuencia

Continua en frecuencia

S





